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PROCESY STOCHASTYCZNE W BIOLOGII I MEDYCYNIE

Wstep

W niniejszym artykule chce daé przeglad rozmaitych zagadnied
‘ biologicznych, ktére moga byé sformuiowane w terminach proceséw
stochastycsnych. Zagadnienla te wynikly g rozwasad konkretnych sy-
tuacji przyrodniczych, ktére staly si¢ bodficem do tworzenia réi-
nych modeli natenatycznych,opisujgoych w sposéb abstrakcyjny pew-
ng rzeczywistosé. Niektére zagadnienia (mp. rozkZad liczby gatun-
kéw w obrgble rodzaju, zagadnienia epidemiologiczne) zostaly po-
stawione kilkadsziesigt lat temu, kiedy nie istniala jesgeze teo-
ria proceséw stochastycznych, inne (np. rézne teorie wigzgce sie
ze zjewiskiem mutageneszy) powstaly na tle nowssych osiagnigé nauk
przyrodnicgych,

Jest rzecza bardzo trudng wekazaé na role i istotne znaczenie
proceséw stochastycznych w ogélmym roswoju wiedzy przyrodnicsej.
Méwige ogélnie, metody te pozwalaja na iloSciowy opis zjawisk
1 sprawdganie pewnych hipotez co do modelu opisujqcego dane zja-
wisko,

Modele, konstruowane przes matematyka, sg 1 pozostang tylko
pewnym przyblizeniem rzeczywistodci, ktéra Jest zawsze bardzie]
réinorodna i sozona. Stgd tez bardzo waing rzeczg jest konfron-
. tacja zalozefi danego modelu z rzeczywistoscia, jak réwniei umie-
jetnoéé wydobyeia najwainiejszych faktéw, kiére charakteryzujq
dane gzjawisko.

W artykule niniejszym chce pokazaé¢ pewne gagadnienia 1 spo-
soby 1ch opisu. Z koniecznoéci nie sg to kompletne dyskusje, ale
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jak gdyby pierwowzory, ktére mozna 2z uwzglednieniem konkretne]
sytuacji dalej rozwijaé 1 dyskutowad.

Spis literatury jest réwniez bardzo skromny. Sposréd monogra-
f£ii, zwigzanych tematycznie 2z tytuem niniejszego artykuiu mozina
wymienié gbiory referatéw [30] 1 [33] wygloszonych na sympozjach
poswieconych tym zagadnieniom, Dobrym przeglgdem rozmaitych prac
z tej dziedziny 2z przeszio 300 referencjami do innych prac Jest
monografia rumuiska [16]. Wiele tych zagadniei znalef¢ moina tes
w keigzkach Bailey’a [3] 1 Bartletta [4].

1. Podstawowe metody proceséw stochastycznych

Zjawiska przyrodnicze - takie'jak wzrost 1 rozwéj hodowli ko-
mérek, zwalczanie bakterii przez antybiotyki, rozprzestrzenianie
sie sarafliwych chordéb - sq zjawiskami zachodzgcymi w czasie. Naj-
bardziej precyzyjny opis takich zjawisk to procesy stochastyczne.
Weimy pod urage 110é¢ komérek danej hodowli. Ilosé ta jest zmien-
ng losows, ktérej wielkosé Jest funkcjg czasu. Interesujacq dla
nas rzeczg jest wiedziel, jakie jest prawdopodobieristwo, ze w chwi-
11 t sgaobserwowana liczba komérek, ktéra oznaczaé bdedziemy
przez x(t), bedzie wynosié dokladnie n. Prawdopodobierstwo to be-
dziemy oznaczaé nastepujgcos

Pr{x(t) - n} = P (t), gdzie n =0, 1, 2, ...

Méwiac ogélnie, bedziemy rozpatrywaé pewien ukZad (populacje),
dla ktérego w kazdej chwili t jest okreslona pewna zmienna losowa
x(t), przyjmujaca wartosci catkowite nieujemne 0, 1, 2, ...

Zmienng losowg x(t) mozemy interpretowaé Jako 1lo8¢é zachoro-
wali do chwili t, 1lo8é rozméw telefonicznych przeprowadzonych
w danej instytucji do chwili t, 1loéé pacjentdw zgloszonych w re-
Jestracji przychodni do chwili t, 1los§é porad udzielonych przez
lekarza od rozpoczecia jego dyzuru, itp.

W rozdziatach 2-7 bedziemy opisywaé takie zdarzenia, w ktérych
x(t) jest niemalejacg funkcjg czasu, tj. x(t1)<x(t2), gdy t,< tp.
. Sg to ogélnie méwige, tzw. procesy urodzin,

W dalszych rozwazaniach szajmiemy si¢ réwniez tzw. procesami
urodzin i smierci, w ktérych x(t) rozpatrywane jako funkcja czasu
moze nie tylko wzrastal, ale réwniez maleé¢. Bardzo czesto intere-
suje nas szczegdlnie Po(t) csyli prawdopodobiefistwo wymarcia (wy-
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ginigcia) hodowli, Je$li np. rozwazang hodowlg sg bakterie choro-
botwéreze, na ktére dziatamy antybiotykiem, to jest dla nas mniej
interesujgce, czy po pewnym czasie t, w ktSrym stosowalisémy pewna
teraple bedzie Jeszcze 5 czy tez 15 2Zywych bakterii, ale waing
Jest rzeczg, czy zwalczane przez nas bakterie jeszcze w ogdle ist-
niejg - bo jefli tak, to w szybkim tempie si¢ rozmnozg i wiadci-
wie nasge dziaXanie nie zostalo uwieficzone pozytywnym rezultatem.
Czesto interesuje nas tzw. wartosé oczekiwana rozpatrywanej
zmiennej losowej, inaczej wartosé Srednia, zdefiniowana wzorem

oo
(1.1) M) = Bx(t) = D_kP, (%),
k=0
oraz wariancja zmiennej losowej x(t) czyli wielkosé
00
(1.2) () = LPr (1) - [mx(0)]2

Dla wyjasnienia tych pojeé postuzymy sie nastepujacym przy-
ktadem. Przypusémy, Ze obserwujemy réwnolegle duza iloéé probéwek
z takg samg iloscig komérek w poczgtkowym momencie obserwacji.
Hodowle te¢ kultywujemy w identycznych warunkaeh. Ilosé zZywych ko-
mérek w jednej probéwce rozpatrywana jako funkcja czasu, to jak
gdyby jedna realizacja procesu urodzin i smierci (patrz rozdz. 8).
Gdybyémy takich probéwek mieli duzg ilosé, powiedzmy N, wtedy ra-
chujgc 1ilosé zmdh komérek w chwili t, powinniémy w przyblizeniu
otrzymaé w NP.l(t) probéwkach po jednej Zywej komdrce, w er(t)
probéwkach po dwie Zywe komérki itp., a w NPo(t) probéwkach nie
powinno w ogéle byé zadnej zywej komSrki. Frakcje probdéwek z k zy-
wymi komérkami powinny byé tym blizsze prawdopodobierstwa Pk(t),
im wWigksze N, Za oszacowanie oczekiwanej liczby komérek w chwili t,
czyli wielkosci Ex(t) = M(t) moze siuzyé Srednia arytmetyczna za-
obserwowanych liczb komérek w poszczegdlnych probéwkach.

Metods, za pomocg ktérej w wielu wypadkach dochodzimy do wzo-
réw na Pn(t) bedacych explicite funkcjg czasu, jest metoda réwnai
réiniczkowych opartych na badaniu prawdopodobieristwa pojawienia
sie¢ nowego elementu w bardzo malym odcinku czasu [t,t+ at). Zmie-
rzajac z At do zera otrzymujemy réwnania rézniczkowe, ktérych roz-
wigzania sg poszukiwanymi funkcjami Pn(t). Metode te¢ stosujemy
przy tzw. procesach urodzin, w ktérych nowe komérki (czgstecziki)
mogg powstaé, ale nie mogg ginagé. Modele takie sg rozwazane w roz-
dziatach 2-7 niniejszej pracy. Réwnania, jakie tam otrzymujemy, sg
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rekurencyjne, to znaczy znajgc Pnp1(t) potrafimy wyznaczyé Pn(t).
Jeé1i rozpatrywaé procesy, w ktérych czasteczki nie tylko powsta-
ja, ale i ging lub ulegajg mutacji (tzw. procesy urodzin i Smier-
ci), to na ogér do$é atwo napisaé rdéwnania rézniczkowe, ktére
powinny byé spelnione przez poszukiwane funkcje Pn(t). Jednak nie
sg to juz réwnania rekurencyjne i dla wyznaczenia Pn(t) trzeba
znaé¢ nie tylko Pn_1(t), ale 1 Pn+1(t); inaczej méwigc, trzeba roz-
wigzywaé calty uklad réwnad jednoczesnie. Rozwigzywanie takiego u-
ktadu réwna’, na ogét* nieskoficzonego, nie jest bynajmnie] rzeczg
atwg, Czesto w tych warunkach pewne rezultaty moze daé metoda
funkeji tworzacyeh (por. [10], str. 209 1 [12], str. 115). Sa to
funkcje pomocniczego parametru z oznaczane najczesciej duzymi grec-
Kmi literami, np. &(z,t), m(z,t), y(z,t). . Funkcje te definiuje
sie przez szereg, w ktérym szukane prawdopodobieristwa Pn(t) sg
wspbtczynnikami przy kolejnych potegach z:

(1.3) &(z,t) =P (t) + B, (t)z +P2(t)zz+ P3(t)z3+...+rn(t)z“ Rt e
Jeéli we wzorze powyzszym podstawimy z = O, to otrzymamy
#(0,t) = Po(t) + P1(t)-0 + Py(t)<0 + ..o0 = P, (t).

Widzimy wiec, ze wartosé funkcji tworzgcej w punkcie z = O daje
nam prawdopodobieristwo Po(t). co mozemy zapisaé inacze] tak:

®(z,t) = P (t).
z=0

Obliczymy teraz kolejne pochodne funkeji &(z,t). Otrzymujemy
kolejno
28 =0 + P, (t) + 2.P,(t)z + 3-P (t)2% + + P _()2%1 &
az 1 2 3 L R n LN ]
2

(]

=0 +0 + 2:By(t) + 3-2:P5(t)z + ... + n(n-1)Pn(t)zn"2 et

*

n
LSO"’O"‘O"‘ eeow +0+n(n-1).oo"2'1'Pn(t) + eevce
dz"



Procesy stochastyczne 5

Je$li weZmiemy teraz wartosci tych pochodnych w punkcie 2z =0
otrzymamy
28

0z o P1(t)

z=0

229
Py J

r = 2P, (t)

z=0

]

5a0 = nl-Pn(t)

z=0

Tak wiec, aby otrzymaé wyrazenie na P (t), nalezy zréiniczkowaé
*P(z.t) n ragzy wzgledem argumentu z, podstawié w otrzymanym w ten
sposéb wyrazeniu z = O, a otrzymany wynik podzielié przez n!:

(1.4) P (1) = L 2 8(z.8)
a n! dz2

z=0

W analogiczny sposdéb przy znanej funkcji tworzacej mozna otrzy-
maé wyrazenie na oczekiwang wartosé Ex(t) oraz wariancje D x(t).
A mianowicie

(1.5) Ex(t) = M(t) = .a—é
z=1 5
2
6 2 02 d(zit 28(z,t) _ aggg.g)]
o - '{__OET._)- 4 0z [ 0z zal
1ub
(1.6a)  DPx(t) = < [zMJ . [Ex(t)r
0z oz gu

Z ukadu réwna’ rézniczkowych dla danego procesu jest dosé
tatwo otrzymaé jedno réwnanie o pochodnych czgstkowych wzgledem
funkcji tworzgcej. Jednak rogwigzywanie réwnai rézniczkowych o po-
chodnych ozastkowych Jjest na ogéx rzeczg trudng. Jesli chodzi
o warto$é Srednig M(t) i wariancje sz(t) to czesto mozna na pod-
stawie uk¥adu réwhaii réiniczkowych dla danego procesu napisaé je-
dno réwnanie rézniczkowe zwyczajne na funkeje¢ M(t) i rozwigzujgc
to réwnanie otrzymaé wyrazenie na M(t) z pominigciem funkeji two-
rzgcej danego procesu.
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2. Proces Poissona

Proces ten opisuje takle zjawiska jak: rozpad promieniotwér-
czy, nadejécia sygnaXéw do centrali telefonicznej, zmiany w chro-
mosomach wywotane naswietlaniem promieniami X (por.[10]). Ogélnie
méwige, obserwujemy liczbe zajéé pewnego zdarzenia w pewnym okres-
lonym odcinku czasu. Liczba ta moze przyjmowaé wartosci ze zbioru
liczb catkowitych nieujemnych. Dla ustalenia uragi bedziemy méwié
w dalszym ciggu o zachorowaniach na jakgs chorobg A W pewnej po-
pulacji. Oznaczmy przez Pn(t) prawdopodobieristwo tego, ze w cza-
sie [O,t) wystapi doktadnie n zachorowai. Robimy nastgpujace za-
Zozenia o obserwowanym procesie:

I. Ilogci zachorowa’nh w roziscznych prawostronnie otwartych
przedziatach czasowych [t1,t2) i [t2't3) sg niezaleznymi zmienny-
mi losowymi. Warunek ten charakteryzuje tzw. proces o przyrostach
niezaleznych.

II. Prawdopodobieristwo pojawienia si¢ okreslonej liczby za-
chorowali w réznych przedziatach czasowych o jednakowej diugosci
jest takie samo 1 zalesy jedynie od dtugodci tych przedziadw.
Warunek ten charakteryzuje tw. proces o przyrostach jednorodnych.

III. Zachodzg nastepujgce relacje:

P, (¢
(a) lim—l-u-n (a> 0)
t—0 t
- P - P, (%
(b) 1i|ll1 o (t) 1 (%) &R
t—0 t

Jaki jest sens tych zalozedi w odniesieniu do naszego przykxadu
zachorowan na chorobe A'?

Warunek T méwi, 2e pojawienie sie zachorowad w okresie [t,,t,)
nie wpiywa na prawdopodobieristwo zachorowar w okresie ﬁ2,t3 e
Jes1li zachorowania w dwéch rozXgcznych przedziatach czasowych sg
niezaleine, to prawdopodobieristwo zdarzenia polegajacego np. na
wystapieniu w pilerwszym okresie k zachorowan, a w drugim okresie
m zachorowal jest réwne iloczynowi prawdopodobieristwa, ze w plerw-
szym okresie wystapi k zachorowar, przez prawdopodobiefistwo, ze
wdrugim okresie wystapi m zachorowan. Warunek ten nie byzby spei-



Procesy stochastyczne 74

niony, gdyby choroba A byXa chorobg zaraZzliwg; wtedy bowiem poja-
wienie sie jakiego$ zachorowania zwigksza prawdopodobiernstwo po-
jawienia sie dalszych zachorowan.

Warunek II méwi, Ze prawdopodobierdstwo pojawienia sig pewnej
i1loéci zachoroward jest takie samo np, w pierwszym i széstym mie-
gigcu obsexwacji. Znaczy to, %2e badana przez nas populacja pozos-
taje Jjak gdyby przez caly czas w tych samych warunkach powodujg-
cych powstawanie tej choroby. Wyklucza sig tu wigc wszelkl wpiyw
sezonowy. Warunek ten nie byiby spezniony, gdyby rozwazana przez
nas populacja pozostawata wprawdzie w tych samych warunkach,
sprzyjajacych tej chorobie, ale za to liczno$é populacji zwigk-
szaXa sie¢ dosé znacznie z czasem; wtedy w miare upiywu czasu na-
lezy sie spodziewad coraz wigkszej ilosci zachorowai,

Warunek III jest jak gdyby pewng liczbowg charakterystyksa oma-
wianego przez nas procesu. Wprowadza sie¢ tu parametr A, czyli tzw.
intengywnos$é zachorowan. W naszym przykiadzie mozemy interpreto-
waé A jako Srednig liczbe zachorowad w jednostce czasu (por. wzér
(2.3)). Warunek III(a) méwi, Ze prawdopodobieristwo wystgpienia jed-
nego zachorowania w malym przedziale czasowym o diugosci at jest
réwne A-at + o(at), natomiast z warunku III (b) wynika, e praw-
dopodobieristwo wystapienia dwu lub wigcej zachorowan jest rzedu
o(at); przy czym o(at) oznacza wielkosé, ktéra przy at—0 dazy
do zera szybciej niz at, czyli 1lim °4°t =0. Z warunkéw III(a)

at—0
i ITI(b) bedziemy korzystali przy obliczaniu prawdopodobierstwa wy-

stapienia jednego 1 wigcej oraz niewystgpienia Zadnego zachorowa-
nia w bardzo matym odcinku czasu at, przy at—0., Opierajgc si¢ na
tych warunkach b¢dziemy przyjmowali, Ze w przyblizeniu prawdopodo-
bieristwo wystapienia jednego zachorowania w czasie at jest wprost
proporcjonalne do dtugosci rozpatrywanego przedziaiu at. Staia a
jest wspdXczynnikiem proporcjonalnosci. Wskazuje ona na intensyw-
no$é procesu. Prawdopodobieristwo wystgpienia wigcej niz jednego
zachorowania w czasie at jest rzedu o(at), czyli praktycznie réw-
ne zero, wobec tego tej mozliwosci nie bedziemy uwzgledniali,
Przy powyzszych zalozeniach moZemy napisaé réwnania réznicz-
kowe, rozwigzania ktérych dadzg nam explicite szukane prawdopodo-
bieristwa jako funkcje czasu. WeZmy pod uwage dwa sgsiednie momen-
ty czasowe t 1 t + at. Jesli w chwili t + at jest O zachorowan,
to w chwili t tez musialo byé O zachorowan, a to znaczy, ze od
chwili t do chwili t + At nie wystapila zadna zmiana. Wobec tego,
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oznaczajgc przez Po(t) prawdopodobieristwo zdarzenia, Ze od chwi-
11 O do chwili t byXo O zachorowan, otrzymujemy nastgpujgcy zwig-
zek miedzy obu prawdopodobieristwami:

Po(t + at) = Po(t)(1 - Aeat).

Zakladajac, ze at + O, dzielimy te¢ réwnosé obustronnie przez at
i otrzymujemy:

Po(t + at) - B (%) har A-at-P (%)

At at
Przy at dazacym do zera, lewa strona powyzszej réwnosci dazy do
pochodnej funkcji Po(t) wzgledem czasu, czyli

By (t + at) - By (t) c a 2, (t)

1lim ]
at—0 at dt
l-At-Po(t)
natomiast 1im = -2 (t).
At—0 At

Tak wiec po przejSciu z at do zera otrzymujemy nastepujace réwna-
nie rézniczkowe na nieznane prawdopodobiernstwo Po(t):

a P (¢)
at

(2.1) = -aP,(t)
Rozwigzujac to réwnanie przez rozdzielenie zmiennych otrzymujemy
kolejno

P
2 . -adt,
PO
1n Po(t) = 1n PO(O) = =at,

Py (t) = Po(o)-e"‘t

Jeéld wiadomo, %2e w chwili t = O byZo O zachorowan, czyli Po(o) =
= 1 (warunek poczgtkowy), to otrzymujemy ostatecznie:

P, (t) = =t

W podobny sposéb mozna wyznaczyé Pn(t). czyli prawdopodobieri-
stwo zdarzenia, ze od chwili O do chwili t wystapi n zachorowan.
Rozwazmy znowu dwa sgsiedanie momenty czasowe t i t + at. Jesli do

- momentu t + at wystapilo n zmian, to w chwili t mogia byé aktual-
na jedna z nastepujgcych mozliwosci: 1° w chwili t byZo juz n za-
chorowari 1 Zadne dalsze nie wystgpily; 2° w chwili t byzo n - 1
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zachorowar, a jedno wystapilo w czasie migdzy t a t + at. Po-
zostate mozliwosci majg prawdopodobierstwa dgzgce wraz z at do
zera, Nie wzgledniamy ich tu, gdyz i tak by zniky przy oblicza-
niu granicy. Wobec powyzszego Pn(t) 2aPoke (t) sa zwigzane naste-
pujgcymi zaleznosciami:

P (t + at) = P (t)(1 = Acat) + : 1(‘t)- Aeat.

Przenoszac P (t) na lewg strone réwnania, oraz dzielgc otrzymang
réwnosé obustronn:le przez at (at  0), otrzymujemy:

Pn(t + at) - Pn(t)

- = -a () + aB,_, (¥).

Przechodzge z At do zera otrzymujemy w granicy
d B, (%)
dt

Jest to rekurencyjny uklad réwnad rézniczkowych. Poniewaz znamy
Po(t), mozemy wyznaczyé P, (t) podstawiajaec w powyzszym réwnaniu
n=1:

(2.1a)

= -2 (t) + AR, (¥)  dla n>1,

d P, (t)
at

- -AP.‘(t) + APo(t).

Jest to réwnanie réiniczkowe liniowe. Sposéb rozwigzywania takich
réwnai jest podany np.w [32]. Jako rozwigzanie powyzszego réwna-
nia (podstawiajac P, (t) = e =at ) otrgymujemy: P, (t) = ate At (przy
warunku poczqtkowym P, (0) = 0). Majae P, (t) mozemy wyznaczyé Pa(t)
itd, Ogélnie przy warunkach poczgtkowych

P, (0) = {1 gly k= 0
0 gdy k 40

otrzymujemy nastepujace rozwiazanie uktadu réwnad (2.1) 1 (2.1a):
' n
(2.2) B, (t) = SA_:L ™  alan=0,1,2, ...
n

Oznaczmy przez M(t) oczekiwang liczbeg zachorowaid od chwili O

oQ

do chwili t. 2 definicji M(t) = Z_bn.P (t). Podstawiajac na B(t)
odpowiednie wyrazenia wediug wzoru (2.2) otrzymujemy:

(2c3) l(t) -;n S%?): Q-At = -hto
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Wynika stgd, Ze A mozemy interpretowaé jako oczekiwang ilosé za-
chorowar wystepujacych w jednostce czasu.

Znajac Pn(t) mozemy réwniez obliczyé funkecje tworzacg proce-
su, Mamy

o oa

(204) Q(ﬂ,t) ‘—'; %tr): O-Atozn = e-at.; i-a—;zrl:
n n=
oAt oAtz eJ\t(:s-1) -

Gdybyémy nie znall wyrazei na P (t), moglibyémy otrzymaé wy-
ratenie na funkcje tworzgca bezpoérednio z uktadu réwnai (2.1)

i (2.1a). Mianowicie, mnozac kazde 2 tych réwnai odpowiednio

przeg sn, otrzymujemy:

d Po(‘t)
dt

d Pn(t)
at

. e -APo(t) .20

n n n
" = =aP (£)e2” + 2P, ()2 dla n=1, 2, ..o

Sumujge powyzsze réwnosci stronami dlam = 0, 1, 2, ... otrzymu-
Jemy:

a P (t) = n - n+1
T" = -Jl%Pn(t)-z +A; Pn(t)-z =

o

ot (38w ) 2 P, ()2,

n=0
Ale

o
;-—-R—QP (t) zn'R[P (t)-z +P1(t)z ooo].
= L 8(z,1).
ot

Wobec tego otrzymujemy nastepujace réwnanie rézniczkowe na $(z,t):

(2.5) -i’ﬂafall = Alz = 1) 8(z,t).

Jeéli zaYozymy warunki poczaikowe $(z,0)= 1, to rozwigzaniem réw-
nania (2.5) jest funkcja

¢(2,t) o eat(z-ﬂ

otrz_ymaliémy wiec wyrazenie (2.4) w inny spoadb.
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W jaki sposéb na podstawie prébki (obserwowanej liczby zacho-
rowari) wyestymowaé nieznang wartosé parametruld ?

Pokazemy tu poszukiwanie estymatora parametru A metodg naj-
wiekszej wiarogodnosgci. Przypusémy, ze obserwowalismy nasz proces
w kilku przedziatach czasowych:

w przedziale [O,t1) zaobserwowalismy n, zachorowanis
w przedziale [t1,t2) zaobserwowalismy n, zachorowar

PR R R R R R A R N eececevesvesssnssnrecres

w przedziale [t ,t:) zaobserwowalismy n, zachorowan,
i-1*"1 P

Poniewaz nasz proces jest jednorodny w czasie, prawdopodobienstwo,
e w przedziale czasowym [ti_1 ,ti) wystapl n; zachorowad jest ta-
kie samo, jak prawdopodobienstwo, Zze wystgpi ny zachorowar w prze-
dziale czasowym [0,'1‘1) dla

Ti = ti - t1_1o
Prawdopodobienistwo zaobserwowania wskazanych liczd zachorowail przy
intensywnosci A réwna sie

n1 > By
n1! nzl nil
N, +No+ cee + N n, =AT,+To+ oo +T,)
x Mrife 1,1.1“‘1T2“2MT1 My YA 1

n, ! n2! S ale nil

Prawdopodobieristwo to, rozwazane jako funkcja zmiennej A przy us-
talonych N4y Do, eeey Ny, 1. TZ’ s Ti' bywa nazywane wiaro-
godnoécig. Znajdziemy teraz taksg wartosé A, dla ktérej wiarogod-
noéé L, a zarazem i logarytm naturalny 1nL przyjmuje wartosé naj-
wicksza., Jest to wartosé, dla ktérej zeruje sig plerwsza pochod-
na 1n L, Obliczajac logarytm naturalny ln L i rézniczkujgc naste-
pnie wzgledem A, otrzymujemy:
InL=(n +mny+ .00 + n)eloa= (Ty+ Ty + oo + Ty)ed +

n n
+ 1n(T1n1'T2 2' cee 'Ti 1) = ln(n1! nzl eee ni!)’

————ddinl‘:(n1 +n2+--- +n1);"‘- (T1 +T2+"' +Ti)'
Pochodna ta przyjmuje wartoéé zero, gdy
ol basseni
(2.6) $ UnsivhaRg !

’I‘1+T2+...+T1
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Zatem estymatorem parametru A, czyli intensywnosci naszego .proce-
su jest stosunek ogdélnej liézby zaobserwowanych zachorowan do
Xgcznego czasu obserwacji.

3. Czysty proces urodzin

Przedstawimy teraz uogélnienie omawianego w poprzednim roz-
dziale procesu Poissona. Zmienng losowg x(t) bedzie liczba zajsé
pewnego zdarzenia w przedziale czasowym od zera do t. Zmienna ta
podobnie jak poprzednio bedzie niemalejaca funkejg czasu, a jej
mozliwymi warto$ciami bedg liczby catkowite nieujemne.

Wzory na prawdopodobieifistwa Pn(t) = Pr{x(t) = n} wyprowadzimy
przy niezmienionych zaZozeniach I 1 II poprzedniego rozdziatu, to
znaczy, %e rozwazany proces b€dzie procesem o przyrostach nie-
zaleznych i jednorodnych w czasie, Zmienimy natomiast warunek I1l,
czyli liczbowg charakterystyke procesu. W procesie Poissona in-
tensywnoéé nie zalezala od tego, ile zajé¢é zdarzenia nastgpito do
czasu t. Teraz o intensywnosci procesu uczynimy nastgpujace zato-
zenia:

IIT. Jesli w chwili t gmienna losowa x(t) wynosiza n (n =
=0,1, 2, ...), Wéwczas prawdopodobienistwo, Zze w ciggu czasu
(t, t + at) nastapi zmiana w jej wartosci o 1 (czyli x(t + at )
przybierze warto$é n + 1) wynosi Ay ot +0(at); prawdopodobieristwo
wiecej nisz jednej zmiany w czasie at zmierza do zera szybcie]
niz at.

Wobec tych zalozeri prawdopodobienstwo, ze nie bedzie zadne J
gmiany w czasie (t,t + 4t), wynosi 1 - A .at + o(at).

Jesli zmienna losows x(t) bedziemy interpretowaé jako ilosé
bakterii w danej hodowli, to warunek III'oznacza, ze prawdopodo-
biefistwo "urodzin" nowej bakterii (czyli podzialu jakiejs bakte-
rii) w czasie [t,t +dt) zalezy jedynie od ilosci bakterii w chwi-
11 't, nie zalesy natomiast od tego, co dziaXo si¢ z bakteriami
tej hodowli przed czasem t. ZaXozenie to (markowskosé procesu) nie
jest stuszne w odniesieniu do jednej bakteril; jesli bowiem bak-
teria ta w pewnym momencie podzielila sig, to nie moze sie¢ od ra-
zu dzielié po raz wtéry. Jeéli jednak rozpatrujemy duzg populacje
bakterii, to przyjmujemy, ze takich bakterii, ktére podzielily
sie bezposrednio przed czasem t jest maXo w stosunku do ogblne]
liczby bakterii i wobec tego ich wpiyw na badane prawdopodobief-
stwo podziaiu jednej z n bakterii jest jedynie rzedu o{dt).
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Przy powyzszych zaXozenigch, postepujgec podobnie jak w po-
przednim rozdziale, otrzymujemy nastepujgce réwnania rézniczkowe,
w ktérych naleiy wyznaczyé Pn(t) jako funkcje czasu:

P, (t)
at
dp, (t)
dt

i 'nopo(t)
(3.1)

= -a,nPn(t) +2 1(t) dla n>1.

n-1¥n-
Jeat to rekurencyjny ukiad réwnan rézniczkowych liniowych. Réwna-
nie na Po(t) jest tzw. réwnaniem rézniczkowym . o :ozdzielonych
; zmie_nnych. Réwnania te rozwiggzvjemy sukcesywnie: najpierw znaj-
dziemy Po(t), nastepnie znajac Po(t) mozemy wyznaczyé P, (t) itd.

Przy warunkach poczatkowych P (0) = 1, P (t) =0 dla n %0,
oraz zakladajgc, Ze Zadne An nie sg sobie réwne, otrzymujemy roz-
wigzanie w nastepujgqcej postaci (por. [8], str. 406):

Po(t) = o720t
n
(3.2) Pn(t) = (_1)11.&1'12. eee OAn_1 ;e-akt{(ak v A1)ovo

-1
...(Ak-Ak_.,)(J\k-Ak+1)---(7‘k'7‘n)} dla n>1

Przy pomocy metod, ktére omawialis$my dotychczas, nie mozna
uzyskaé explicite wyrazenia na funkcje tworzacg tego procesu oraz
wartosé oczekiwang i wariancje¢ zmienne] x(t) przy dowolnym ukia-
dzie (ciggu) {‘\n}' Udaje sie to niekiedy, gdy ukXadowi {ln} nada-

my pewng szczegdlng postaé np. Ay, = Aen (proces Yule’a), A, =
=120 450 (proces Polya’i), A, = AN(t) (proces zachorowai na

1 + td
rzadko spotykana chorobe przy zmieniajgcej si¢ 1liczbie ludnosci
N(t) podlegajscej ryzyku zachorowania), A, = Bn(N + 1 - n) (proces
czystej epidemii w populacji liczacej N oséb).

W dalsgych rozdzialtach oméwimy dokladniej te szczegllne przy-
padki czystego procesu urodzin.

4, Proces Furry’ego-Yule’a

Przypuiémy, e rozpatrujemy rozmnazajgcg sie populacje komé-
rek w warunkach nieograniczonego rozwoju. Oznaczmy przez x(t)
i1lo8¢é komérek w chwili t. Zatrzymujgc zaloZenia I i II z poprzed-
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nich rozdziaXéw, precyzujemy warunek ITI' nastepujaco. Wszystkie
komérki sa jednakowe. W czasie'ad t do t + At kazda 2z istniejg-
cych komérek moze sig¢ podzielié na dwie nowe 2 prawdopodobiens-
twem A-at. Jesli w chwili t byXo juz n komérek, to prawdopodo~
biedistwo, ze w czasie At ich liczba wzrosnie o jeden jJest wprost
proporcjonalne do liczby komérek juz istniejacych i wynosi n-2A-at. .
Oznaczmy przez Pn(t) prawdopodobienistwo zderzenia, ze x(t), czyli
liczba komérek w chwili t wyniesie dokYadnie n, Podstawiajac L

= A.n do réwnai (3.1) otrzymujemy nastepujacy uklad réwnans
ar, (t)
b [ m = AP (t)
dt 1

ap (¢
—-‘:';‘-1(:-l = -An-P (t) + A(n-1)B,_, (%) dla n>1

(4.1)

Jeé1i zaloiymy nastepujace warunki poczatkowe:
P1(0) = 1, Pn(O) =0 dlan ¥ 1,
otrzymamy nastepujgce rozwiggzanie ukiadu réwnat (4.1):

-1
(4.2) P (+) = &A1 - o t)" dla n31

WeZmy teraz pod uwage jedng komérke i oznaczmy przez T czas,
po ktérym komérka ta podzieli sig. Z (4.2) wynika, 12 prawdopodo-
bieristwo podzielenia sig komérki przed czasem t wynosi

Pr {T<t}= 85 e
Gestosé tego rozkadu prawdopodobieristwa wynosi
d - At
to(t) = g Pr{T<t} = ae

Oczekiwana wartofé zmiennej losowe] T wynosi wobec tego
o0 0

E(T) =/t.fT(t)dt = -/ta(-efa")dt = ;T

Tak wiec stalg A QmoZemw 1nterpré¥owaé jako odwrotno$é $redniego
czasu uplywajacego migdzy Lkolejnymi podziatami komérki. Inacze]
jeszeze mozna powiedzied, ze Jest to oczekiwana liczba podziakéw
komérki w jednostce czasu.

Jeé1i obserwujemy dang hodowle w ciggu pewnego czasu t, to

mo%e nas interesowaé oczekiwana liczbs komérek w chwili t, czyll
o0

wielkosé M(t) -:E:: nPn(t). Mozemy uzyskaé ja w nastepujacy spo-
n=0
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8éb. FKazde z réwnai rézniczkowych (3.1) mnozymy przez odpowiada-
Jgce mu n 1 sumujemy od n = 1 do n =00 , Otrzymamy wtedy nastepu-
jace réwnanie rézniczkowe na szukanag funkcje M(t):

i-:{ﬂ = AeM(t).

Stad przy warunku poczgtkowym M(0) = 1 otrzymujemy:
(4.3) M(t) = e*¥,

W podobny sposéb mozna znaleZé wyrazenie na wariancje¢ liczby ko-
mérek w chwili t. Wynosi ona

(4.4) D2x(t) = e2At _ At

Purry stosowal omawiany proces przy opisie promieniowamnia kos-
micznego, a Yule [37] zastosowat go do wyprowadzenia rozktadu ilos-
ci gatunkéw (species) w obrgbie rodzaju (genus) dla réznych ro-
dzin zwierzgt 1 roélin,

5. Proces Polya’i

Rozpatrzmy zachorowania na jakgé zaraZliwg chorobe. Jest rze-
czg naturalng spodziewaé sie, Ze prawdopodobieristwo nowego zacho-
rowania w chwili t, do ktérej wystapilo juz n zachorowan, jest
tym wigksze 4im wigksza jest aktualna liczba zachorowar (bo wtedy
jest wiecej szans na zarazenie sig), ale Jest tym mniejsze, im
dtuzszy czas uplynal od poczatku epidemii (bo przedsigwzigto od-
powiednie Srodki ostroznoseci).

ZaXézmy, 1% prawdopodobieristwo, 2Ze Ww przedziale czasowym
[t,t + at) wystapi nowe zachorowanie pod warunkiem, Zze do chwili t
wystapilo n zachorowand, wynosi

(5.1) Aot = FERS, gdzie d>0,

Oznaczmy przez Pn(t) prawdopodobieristwo, 2e w czasie od O do t za-
obserwujemy n zachorowar. Prawdopodobieristwa te powinny speiniaé
nastepujgcy uktad réwnani rézniczkowychs

a P () 1
0 .= - P ()
(5.2) at 1 + td
da P_(%) 1 + nd 1 +(n-1)a
2 .- P (t) + - P _4(¥) ala n>1

at 1 +ta ® 1 + td



16 Anna Bartkowiakowa

Prey warunku poczqtkowym, ze w chwili t = O nie byZo zachorowan,
rogwigzaniami ukadu (5.2) sg nastepujace funkcje:

P () = (1 +t)1/8

i gt P 10+ .., 1+ (n-14d
: = - L + (N - o
Rulh (.1 + td) n! Jolk)
dla n>1

Wartosé oczekiwana i wariancja szmiennej losowe] x(t), czyli
liczby zachorowad do czasu t, wyrazajg sie nastepujgcymi wzoramis

M(t) = 2 kBy(t) = ¢
k=0
(5.4) o
sz(t) = § [k - l(t)]z-Pk(t) = t(1 + td)

Rozkad (5.3) otrzymali po raz pierwszy dla szczegélnego przy-
padku t = 1 Eggenberger i Polya [7]. Ogélma postad (5.1) pocho-
dzi od Lundberga [24]. Eggenberger zebral dane méwigce o ilosci
émiertelnych zachorowan na ospg W poszczegdlnych miesigcach lat
1877-1900 w Szwajcarii, Rozwazajgc pewien schemat urnowy, w kté-
rym wyciagniecie kuli czarnej (zachorowanie) zwigksza prawdopodo-
biefistwo wycisgnigcia kuli czarnej w nastepnych losowaniach, na-
tomiast wycisgnigcie kuli biatej (brak zachorowania) prawdopodo-
biefistwo to szmniejsza, Eggenberger i Polya dopasowali swoje dane
do rozkladu (5.3), znajdujac parsmetry tego rozkiadu przez przy-
réwnanie momentéw teoretycznych gz wzoréw (5.4) do momentéw empi-
rycznych obliczonych na podstawie danych z 288 miesigcy lat 1877
=1900.

Eggenberger i Polya uwazall swéj rozklad za typowy rozktad
opisujgcy zjawiska zara‘fliwe, przy ktérych pojawienie si¢ zjawis-
ka u jednego osobnika, zwigksza prawdopodobiefistwo pojawienia sie
tego zjawiska u innych osobnikéw,

Jest rzecza ciekaws, 2e ten sam rozkad, jak to pokaza Lund-
berg [24], mosna otrzymaé przy innych zaXozeniach. Poprzednio za-
ktadalidmy, 2e intensywnosé procesu jest funkcjg stanu 1 czasu
trwania procesu. Obecnie pokazemy, e takie same prawdopodobier-
stwa mozna otrzymaé, nie zakXadajge zaleznoéci intensywnosci od
stanu procesu, a tylko przyjmujgc, Ze proces jest mieszaning jed-
norodnych proceséw Poissona o réznych intensywnosciach.
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Niech rozwazang przez nas populacjg bedzie populacja ludzi,
ktérzy ubezpieczyli sie¢ od nieszczesliwego wypadku, zas zmienng
losowg x(t) niech bedzie 1l0o$é nieszczesliwych wypadkéw, Jakim
ulegk ubezpieczony w przedziale czasowym [0, t), Danymi takimi
dysponuje towarzystwo ubezpieczeniowe. Lundberg porachowal frek-
wencje polis ubezpieczeniowych, na ktére w okreslonym czasie wy-
stapi?o n reklamacji i otrzymat w ten sposéb rozk*ad ilosci nie-
szczesliwych wypadkéw, jakim ulegiy osoby wubezpieczone w pewnym
okreslonym czasie. Nastepnie Lundberg powtdérzy pewne rozumowanie
Greerwooda i1 Yule’a w odniesieniu do zwyklych rozktadéw prawdopo-
dobieristwa; o kazdym czlowieku z osobna mozna zalozyé, ze ulega
on wypadkowi spontanicznie, 2z pewng intensywnosScig A, podobnie
jak to si¢ dzieje przy procesie Poissona, opisanym w rozdziale 2,
Tak wiec prawdopodobieristwo, %Ze dany cziowiek w ciggu danego ok-
resu ulegnie n ragy nieszcze$liwemu wypadkowi, wyraza sig¢ wzorem

(5.5) P (%) = AR -3

gdzie A mozna interpretowaé Jako Srednig 1loéé nieszczesliwych
wypadkéw w ciagu jednostki czasu. Rzecz cala w tym, Ze wartosé a
nie jest ta sama dla wszystkich ludzi. Jedni sg pechowcami i Sre-
dnia 1lo$¢é wypadkéw jest u nich duza; innym na odwrét - udaje sig
tych nieszezeéliwych wypadkéw unikngé i ich A jest maXe. Innymi
stowy osoby badanej populacji dzielg si¢ na warstwy ze wzgledu
nali, a wiec 2 nie jest wielkoscig statg dla danej populacji, ale
tez pewna zmienng losowg. Jesli tak, to ma tez swéj rozkiad praw-
dopodobieristwa. Mozna przyjaé, ze rozklad A ma gestosé

__a_v_ aAV-1e-82 dla aA>0
(5.6) £a) =4 [
0 dla A =0

przy czym v>0, a>0. Jest to tzw. rozktad gamma lub rozkiad Pear-
sona typu III,

Aby otrzymaé prawdopodobieristwo, Ze losowo z danej populacji
wybrany czowiek ulegnie n nieszczesliwym wypadkom, nalezy obli-
czyé prawdopodobieristwo warunkowe, ze czXowiek ten ulegnie n nie-
szezesdliwym wypadkom, jeéli pochodzi z warstwy o intensywnosci a
(wzér (5.5)), pomnozyé to prawdopodobieristwo przez prawdopodobieri-
stwo, ze czlowiek ten pochodzi z warstwy a (wzdér (5.6)) i nastep-
nie zsumowaé 2ze wzgledu na wszystkie mozliwe A. W ten sposdéb ot-
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rzymujemy nastepujgce wyrazenia na prawdopodobiefistwa zXozonego
rozk¥adu Poissona

o0
(5.7 P, (t) =/51—an = e"*2(1)aa
n
0

Podstawiajgc do (5.7) funkeje f£(A) okreélong wzorem (5.6) i wyko-
nujgc catkowanie, otrzymujemy
v
Po(t) = (—L)
a+t

P (t)={0ve1) oo {vt (n-1)) ( . )nPo(t) dla n > 1
n! a+t

(5.8)

Wyratenia (5.8) 83 réwnowaZne wyrazeniom (5.3), co Xatwo spraw-
dzié podstawiajac a = v = 1/4.

6. Proces opisujacy prosts epidemie

Przypusémy, 2e w chwili t = O mamy N osobnikéw, podatnych na
zarazenie si¢ okreslong chorobg i e do tej grupy wprowadzilismy
Jednego osobnika chorego. Choroba przyjmuje sie od razu i osobnik
nig dotkniety natychmiast staje sie zaraZliwy dla otoczenia. Osob-
nik chory nie jest izolowany, ani nie zdrowieje (nie przestaje byé
zarazliwy).

x(t)
Bex(t)e (N + 1 - x(t))

N1 - x(8)

Rys. 1. Schemat prostej epidemii

Za*ozenie, %e choroba przeniesiona od razu czyni osobnika za-
razliwym jest oczywiscie wyidealizowane, gdyz w rzeczywistosci po-
trzeba pewnego czasu, sby osoba zarazona stala sie¢ zarazajgcg swo-
je otoczenie. W modelu, ktéry mam zamiar opisaé, zaklada sie¢ po-
nadto, Ze osoba zarazona (zarazajgca) pozostaje w normalnych kon-
taktach z resgtg oséb jeszcze nie zarazonych.

Zatézmy, 2e prawdopodobieristwo zachorowania jednego osobnika
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w przedziale cgasowym [t,t + at), gdy Jest juz N - n + 1 zaraso-
nych jest wprost proporcjonalne do at, do ilodci oséb juz zaraso-
nych 1 do ilosci oséb jeszcze nie zarazonych, czyli réwna sig
fn.(N + 1 - n)at + o(at). Zaxézmy ponadto, Ze rozpatrywany przesz
nas proces czyni zadosS¢ warunkom I i II z rozdzialu 2 (jednorod-
no$é¢ w czasie i nieszaleznosé przyrostéw w rozigcznych przedzia-
Yach czasowych). Niech Pn(t)’osnacza prawdopodobieristwo, ze w chwi-
1i t bedzie jeszcze n osobnikéw niezarazonych. Prawdopodobieristwa
Pn(t) (n=0,1, 2, ..., N) speiniaja nastepujacy ukad réwnai
rézniczkowych:

(

a P, (¢) _
" = f(n +1)(N - n)Pp.q = fn(N = n + 1)P ()
(6.1) { dlan’o, 1, 2’ con’N-1.
a P(t)
N . _BEP(t
at PN

Warunek poczatkowy, wyznaczajgcy jednoznacznie rozwigzanie uktadu
(6.1) jest nastepujgey: PN(O) =1, P,(0) =0 dlans%N,

Réwnania (6.1) wygladaja bardzo prosto, ale 4ich rozwisgzanie
nie jest wcale proste. Bailey [2], uiywajgc transformacji fourie-
rowskich uzyskaX explicite rozwigzania, ale sg one dosé skompli-
kowane, i dlatego ich tutaj nie przytaczam,

Mozna pokazaé, ze gdy t—=00 , Po(t)—*1. Znaczy to, Ze epide-
mia z prawdopodobieristwem 1 obejmie populacje podatnych.

Bailey podat réwniez metody estymowania parametru (3, gdy za-
obserwowalismy momenty tys t3, eeey ty kolejnych zachorowad. Wy-

kazaX on, e za estymator wielkosci p'1 mozna przyjaé wyraienie
N

(6.2) ﬁ-1 = ;gktk'

gdzie g = (1 + k= 1)(N -k +1), a t, jest to momemt, w ktérym
nastgpi*o k-te z kolei zachorowanie. Wariancja tego estymatora
wynosi p'zn".

Jesli obserwujemy przebieg epidemii na dwéch grupach indywi-
duéw i1 gdy dysponujemy danymi podajgcymi momenty kolejnych zacho-
rowani, to istotnoéé réinic miedszy wspéiczynnikemi 3, czyli inten-
sywno$ciami zachorowadn dla tych dwu grup, jednej o licznosci n,
i drugiej o licznoédci n,, mozemy badaé, tworzgc iloraz
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4
1 gt
n, 3;;; k'k
6. F =
(6.3) -

Mozna wykaga¢, e licsnik i mianownik majg rozktady X z 2n, (1 =

= 1 dla licznika; 1 = 2 dla mianownika) stopniami swobody. Wobec
tego iloraz (6,3) ma rozkZad F Snedecora o 2n, 1 2n, stopniach swo-
body.

Je$1i chodzi o Srednig ilo4é niezaratonych osobnikéw w chwi-
11 t, to po Zmudnych obliczeniach Haskey uzyskal nastepujgcy wy-
nik (cytowany za Baileyem [2]):

N
H(t) = g(; kP, (t) =

6. - N N-2r+1)2%pt +2 -
St (H-r)!(r-1)!{( - R

N-2

- (N-2r 1)) u } Lo-T(N-r+1) - it

u=y

pPrzy czym sumowanie po r przebiega od 1 do EN’ gdy N jest parzys-
te, i o0d 1 do !(N + 1), gdy N jest nieparzyste. W tym ostatnim

przypadku za wepélczynnik przy e Hwe1)? B, t3. dla r = Z(N +1),
nalezy wziqé e

Wzér (6.4) podaje nam co prawda wartos$é oczekiwang w dowolnej
chwili t, ale w postaci pewnej sumy, ktéra przy duzej licznosci
populacii jest klopotliwa w rachunkach. Jesli jednak licznosé po=-
pulacji jest duza, mozna rozwazany proces opisaé w sposéb przy-
blizony za pomocg tzw, modelu deterministycznego, w ktérym zanie-
dbuje sie wpiywy losowe i liczbe zachorowad x(t) w pewnej chwili %
traktuje sie¢ nie jako zmienng losows, ale tylko i wygcznie jako
funkeje rzéczywiste czasu. Funkeja x(t) wynikajgca z modelu deter-
ministycznego jest pewnym analogonem wartosci oczekiwanej w pro-
cesie stochastycznym.

Zatézmy, 2e liczba 0séb podatnych na zachorowanie, ktérg ozna=-
czaé bedziemy przez x(t), jest liczbg duzg, tak Ze w przybliZeniu
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mozemy jg traktowaé jako ciggkq funkcje czasu. Do populacji wpro-
wadzilismy jedng osobe chorg (zarazajacag). Podobnie jak w modelu
gtochastycznym zakYadamy, Ze osoba zarazona staje sie od razu za-
razliwg, Wszystkie osoby danej populacji ulegaja pewnemu jednorod-
nemu mieszaniu tak, %Ze kazda osoba jeszcze niezarazona ma takie
gsame szanse spotkaé si¢ z dowolng z 0s6b zarazajgcych i byé zara-
tona. Zaklasdamy, ze w chwili t = O byXo N oséb podatnych, a wigc
x(0) = N. Nastepnie, w miare zarazania sig¢ coraz to nowych oséb,
x(t) maleje. Przy tych zatozeniach mozna przyjaé, ze ax=x(t+at) -
- x(t) jest proporcjonalne 1° do x(t) czyli liczby oséb podatnych
w chwili t, 2° do (N + 1 - x(t)), czyli 1liczby oséb zarazajacych
w chwili t, 3° do at, czyli dugoéeci czasu, dla ktérego obliczamy
ubytek ax. Oznaczajac wspéiczynnik proporcjonalnosci przez 8 1 za-
opatrujac ax w znak "-" otrzymujemy nastepujaca przyblizong réw=
noséés

(6.5) -ax(t) = Bx(t) (N - x(t) + 1)at + o(at).

Dzielac powyzsza réwnoéé przez at (at # 0) i zmierzajae z 4t do
zera otrzymujemy w granicy réwnanie rézniczkowe

(6.6) 4 x(8) . _px(t).(N - x(t) + 1).
dt v

Rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego przy uwzglednieniu wa-

runku poczatkowego x(0) = N jest funkcja

(6.7 x(t) = B

N+e

Jest to krzywa, podajaca $rednig ilosé 0oséb podatnych na zachoro-
wanie w chwili t, gdy nie uwzgledniamy wahai losowych. Jak wyka-
zat Bailey [2], rézni sie ona tylko nieznacznie od odpowiadajacej
jej stochastycznej Sredniej (6.4), obliczonej przez Haskey’a i po-
giada punkt przegiecia w tym samym w przyblizeniu miejscu.

Epidemiolodzy bardziej interesujg si¢ innag krzywg, ukazujgcsg
nasilenie epidemii. Jest to krzywa wskazujaca szybkosé przyrostéw
liczby zachorowar, Ilosé nowych zachorowaid ay w przedziale czaso-
wym [t,t+ at) réwna sie ubytkowi funkcji x(t) w tym czasie wzie-
temu ze znakiem "-",

Mamy wiec

ay = -ax(t) =px(£) (¥ + 1 - x(£)).

Stad otrzymujemy réwnanie rézniczkowe na y(t), czyli liczbe oséb
zarazajgcych w chwili t:
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(6.8) ﬁf = Bx(£). (N + 1 - x(¢))

Podstawiajgc za x(t) wyrazenie z wzoru (6.7), otrzymjemy:

(6.9) dy 2 @N!N 4o 1)2°(N+1 )Bt
at  [w+ ,(N+1)ﬂt]2

Pochodna dy/dt wyraza szybkosé zmiany funkeji y(t). Najwigksza
szybkoS¢ gmiany wystepuje tam, gdzie zeruje sie pochodna dy/dt.

Latwo sprawdzié, ze nastepuje to dla t = mln . . W tym momencie
+

wystepuje najwigksze nasilenie epidemii, gdyz ilosci nowych zacho-
rowail sg najwigksze.

7. Proces zachorowad na rzadko wystepujacg.chorobe
przy zmieniajgcej sie¢ liczbie ludnosdci

Przypusémy, ze badamy wSréd populacji polskiej zachorowalnosé
na jaka$ rzadkg chorobe, np. biataczke., Przypuéémy dalej, ze dys-
ponujemy rocznymi liczbami zachorowa’h w poszczegdlnych powiatach
(sa one rzedu kilkunastu zachorowas), oraz liczbg ludnosci tych
powiatéw w badanych latach.

Oznaczmy przez y(t) liczbe ludnosci w chwili t. O zachorowa-
niach zakladamy, 2e opisujg sie one procesem o przyrostach nie-
zaleznych i jednorodnych w czasie (warunki I 1 II z rozdzialu 2).
Prawdopodobieristwo nowego zachorowania w przedziale czasowym o diu-
gosci at jest wprost proporcjonalne do diugosci tego przedzialu
czasowego, czyli do at oraz do liczby oséb y(t) podatnych na te
chorobe. Wspéczynnik proporcjonalnosci bedziemy oznaczaé przez 4.
Jest to intensywno$é naszego procesu, Oznaczajgc przez P1 [t,t + at)
prawdopodobieristwo wystapienia jednego nowego zachorowania w prze-
dziale czasowym [t,t + at), mamy:

P, [t,t + at) = 2.y(t)cat + olat).

Oznaczmy przez Pn(t) prawdopodobienstwo, Ze w przedziale [0,t) wy-
stgpi¥o n nowych zachorowarn, Przy powyzszych zaXozeniach prawdo-
podobiernistwo Pn(t + At) réwna sie sumie prawdopodobieristw naste-
pujacych zdarzeri: 1° ze w chwili t byZo juz n zachorowad i w na-
stepnym przedziale czasowym o diugosci At nie wystgpiXo zadne no-
we zachorowanie; 2° Ze w chwili t by2o n - 1 zachorowad i w na-
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stepnym przedziale czasowym o diugosci at wystgpilo jedno zacho-
rowanie;'3° uwazamy, 2e przyjete przez nas at Jest tak maZe, iz
prawdopodobiefistwo, 2e w czasie tym wystgpi wiecej niz jedno za-
chorowanie, jest wielkoécia rzedu o(at).

Tak wiec otrzymujemy nastepujacy uk*ad réwnan:

Py (t + at) = P () (1 - ay(t)at)
(7.1) Po(t + at) = P (£)(1 - ay(t).at) +
‘ + P, (8)eay(t)at + o(at) dla n>0

Dzielgec te réwnania obustronnie przez at i przechodzac do granicy,
gdy at—0, otrzymujemy nastepujacy uk¥ad réwnan rézniczkowych:

d B, (t)
dt
d Pn(t)

= -ay(8) -2, ()
(7.2)

= -ay()B,(t) + ay(¥)P,_,(t) dla n>0

W chwili t = O byto O zachorowan, a wiec warunki poczatkowe sg tu
nastepujgce:

PO(O) =1

gy r. o)
Pn(O) =0 dlan>0

Uk*ad (7.2) jest wuk*adem tzw., réwnar rézniczkowych liniowych
rekurencyjnych. Przy znanym Pn_1(t) potrafimy napisaé wyrazenie
na Pn(t). Najpierw 2znajdziemy Po(t). Po scalkowaniu pierwszego

z réwnai (7.2) otrzymujemy
t

-ijy(t)dt
(7.4) P (t) = o :
Nastepnie znajdufemy P1(t) z réwnania

d P1(t)

- "ZY(t)'P1(t) + 3U(t)'Pot
i tak dalej. dt

Te same prawdopodobieristwa mozna w bardzo Xatwy sposéb otrzy-
maé¢ z funkcji tworzacej. Pomnézmy mianowicie kazde z réwnan (7.2)
odpowiednio przez zo i zsumujmy dla n = 0, 1, 2, .., Otrzymujemy

- d P (t) =2
*- n = - . . n
ﬁ; TS é A-y(t)-p (t)z" +

o0
2 g y(£)-B_(4) -z

(7.5)
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Ognaczmy przez ®(z,t) funkcje tworzaca naszego procesu. Z defini-
cji
(z,8) = P (£).2° + P (8)e2) + By(8)es” 4+ ...

Pochodng czastkowg funkcji 6(z,t) wzgledem zmiennej t jest naste-
pujgce wyrazenie:

a9(z,t) _ d I’o(t) gure P1(t) 1. ¢4 P2(t) 2

«Z -+ *Z + °Z + cee ’
ot dt dt dt

czyll akurat to, ktére znajduje si¢ po lewej stronie réwnania
(7.5). Mamy wiec:

(7.6) ' -ﬂ-a:--*)- = o(z,t)a(z - 1)

Rozwigzaniem tego réwnania réiniczkowego o pochodnych czgstkowych

Jest funkeja &

A(z-1)fy(t)dt + C(2)
Q(ZQt) = e 0

przy czym stakg C(z) nalezy tak dobraé, aby z,0) = 1, Wynika
stad, ze ec z) =1. Tak wigc funkcjg tworzgca naszego procesu jest
funkcja
A(z-1)f¥(t)dt
CT=T &(z,t) = e 0

Stgd juz bardzo tatwo znajdujemy kolejne prawdopodobieriastwa Pn(t),
gtosujac wzér (1.4):

-Afy(t)dt
Po(t) = &(z,t) 2=0 = @ °
P (t) - J_ 6n¢§z,t) s
- n! az” z=0
(7.8) < ) -J:jy(t)dt
= L[A/y(t)dt] s
n! i
| dlan = 1, 25 «os

Tak wiec prawdopodobieristwo, ze w przedziale czasowym [O0,t) wy-
stapi n zachorowar opisuje sig¢ rozkladem Poissona, przy czym role

¢
wyrazenia At ze wzoru (2.2) odgrywa tu wielkosé A[y(t)dt.
o
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Oczekiwang i1losé zachorowad do chwili t czyli M(t) oraz wa-
riancje tej liczby zachorowan Da(t) obliczamy, stosujgc wzory
(1.5) 1 (1.6):

(1.9)  u(e) - LAeat)

t
=aAf y(t)at
“ !y()

z=1

(7.10) D3(t) = [ M] M(t) -a[y(t)dt

z=1

Czesto interesujg nas nie same prawdopodobienstwa, zZe w danym
okresie wystapi n zachorowar na biataczke, ale wielkos$é wspéiczyn-
nika 2, mierzgcego intensywnoéé zachorowan, Gdybysmy brali pod
uwage tylko jednego czlowieka, to prawdopodobierstwo, Ze nie cho-
ruje on do chwili t wynosi e"t. Wobec tego prawdopodobienstwo,
2e dowolny czowiek z rozwazanej populacji zachoruje do chwili ¢

wynosi 1 = e'*t. Przyjmijmy t = jeden rok. Poniewaz a Jest maie,
e~ mozna rozwingé w szereg 1 przyjaé z dobrym przyblizeniem, ze
e~ ¥ 1 - A, Ostatecznie wigc prawdopodobierstwo, ze dowolny czko-

wiek zachoruje w cisggu roku na biataczke wynosi 1 - e'l ¥ A, Wspsi-
czynnik A mozemy wiec w tym modelu interpretowaé jako szanse jed-
nego czlowieka na zachorowanie w ciggu jednego roku na tg chorobe.
Przy badaniu rozwoju i rozprzestrzeniania sig danej choroby inte-
resuje nas wielkoié wspiczynnika A czyli intensywnosé zachorowari:
zapytujemy sie, czy A zmienia sie¢ =z upiywem czasu, lub czy rézne
powiaty wykazuja rézne intensywnosci,

Przykad A, Przypu$émy, ze dysponujemy danymi, méwigcymi
o liczbie zachorowar’ w ciggu kilku okreséw rocznych i Ze dane te
sg nastepujace:

o7 e liczba zachorowan
Oy
1955-1956 3
1956=-1957 0
1957-1958 1
1958-1959 2
1959-1960 8
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e

Przypusémy dalej, ze liczba ludnoéci w tych latach wynosila odpo-
wiednio (stan na 1 I odpowiedniego roku):

rok 1955 1956 1957 1958 1959 1960
t = to t = f1 t = t2 t = t3 t = T4 t = ts

liczba
1udx(1:§ci14000 14 500 15000 15500 16 000 16 500
3
Widzimy, ze liczba ludnogci y(t) Jest wielkoscig zmieniajgca sig
liniowo w czasie. Je$li rok 1955 przyjaé za t = O, a za jednostke
czasu przyjaé rok, to y(t) bedzie nastepujacg funkcjg czasu:

(7.11) y(t) = 500.t + 14 000

a
=EN Y 2 2

(7.12) /y(t)dt = 500 -12— + 14 000+t - 500 % - 14 000+t
ty

Prawdopodobieristwo, zZe w okresie od t = ti—1 do t = ti wystg-
pi n; zachorowadi, wynosi wedug wzoru (7.8)

] ng -J:fy(t)dt
1 g
Pni(ti-1"ti) -qr[a.iy(t)dt] e T,
Tig
Oznaczmy
%
fy(t)dt = C(Ty,1y_q).

T
Wiarogodnoséé L zdarzenia, %e w rozpatrywanych pieciu okresach za-

obsersmujemy odpowiednio D4y Npy ey Og zachorowan, wynosi:

n
ny#ns+... +n5- [ilc('ti.’ti_1) 4,

e—A [0(1-1 ’ t°)+. to"’c('r:)" t’4)]=
1=1 !li.

5
L=[1]p, =a
121 84

n
Ryt oo +n5.e-.1c(*c5,r°)"_S]C(’ci.ti_p 1
i=1 oy

Szukamy takiej wartosci A, dla ktdérej wiarogodnosé¢ L osigga
maksimum. Zadanie to jest réwnowazne znalezieniu miejsca zerowego
plerwszej pochodnej funkcji 1ln L. Wobec tego, ze
ng + Ny + ...+ 0

d 1nl =0 gdy 2 = C(TS’to)

da A
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otrzymujemy

(7.13) i.ﬁ+£2_r+...+£5-n1+ng+...+n5

t.
o150 1) fy(t)dt

Jest to estymator wspdiczynnika A , otrzymany metodg najwigksze]
wiarogodnosci,

Estymator ten Jjest funkcjg liniowg liczebnosci L ktére sg
zmiennymi losowymi o rozkladzie Poissona, wobec czego ich wartos-
ci oczekiwane i wariancje réwnaja sig A.C(Ti,ti_1). Korzystajae
ze znajomosci wartoscli ocgekiwanych i wariancji poszczegdlnych ny

otrzymujemys

(7.14) E(Q) _E(n1 * oeee +115)-Enl+...+En5'

c(ts, ) o(ts, t,)

- ;L.c(t1,1:°)+... + xc(ts, t4) oy

o(t5, 1)

Obliczymy teraz wariancje tego estymatora
' 2 2
2d) = Dz(n1 + eee + nj)= D (nj) # ¥ (njl o

c(ts,t,) [e(ts, t)]°
. aC(T,, 1)+ o.0 +2C(1T5, 1)) - c(ts, T,) - %
[otte. ) ]° [o(te, £ 7]¢ 6t e, )
Ostatecznie
(7.15 D?(A) = —tee |
’ c(ts, 1)

Podstawiajac na miejsce 4 Jego estymator A wed2ug wzoru (7.13 )

otrzymujemy
5

n
1
o R o -
( [y()at)?

Dla naszego przykZadu

5
Zn1-3+0+1+2+8-14,
i=1
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5 2
!Y(t)dt = 500-2— + 140005 = 76 250

Stad otrzymujemy:

A = —14&_ -0, 000 184
76 250

0?(3) = —14—p = 0, 000 000 0024

(76 250)

o (i) =}/ p2(4) = 0,000 05

Gdybyémy mieli dane dotyczace zachorowad w dwéch powiatach,
to moglibyémy na podstawie wzoréw (7.13) i (7.14) testowaé hipo-
teze H,, e intensywnoéci zachorowain sg w obu powiatach takie sa-
me. Oznaczmy intensywnosé zachorowarn w pierwszym powiecie przez
Ay, a w drugim przez 2,, ogdlnie przez Aps gdzie p = 1, 2.

Przypusémy, ze w pierwszym powiecie obserwowalismy zachorowa-
nia w ciggu k1. a w drugim w ciaggu k, okreséw rocznych., Wtedy es-
tymatorami intensywnosci ap bedg wyrazenia analogiczne do (7.13):

n1(p) + ceo + nk(p)
(7.16) i B+

¥ e (T, 1)
p

Jeéll zatozymy, ze intensywnosci zachorowari w obu powiatach
sg takie same, czyli A, = 4, =4, *to réznica d = A=Ay powinna
mieé w przyblizeniu rozk¥ad normalny o wartosci oczekiwane] E(d) =
= 0 1 dyspersji

(7.17) o3 =I/7t( 1 + 1
ot ) OCty . 1)

Za A mozemy tu podstawic estymator A, uzyskany na podstawie dwu
prébek metodg najwiegkszej wiarogodnoscis

n1(1) + ce0 + nk1(1) 2 111(2) + eee + nkéa)

(7.18) is= -
c(”(rk1.'r°) + crﬂ(rkz.to)

Poniewa# rozktad réiznicy jest jedynie w przyblizeniu normal-
ny, przyjmujemy nastepujgcg zasade: i jesli ¢t =|;d-‘ < 2, to réz-
d

‘nice miedzy obu intensywnosciami uwazamy za statystycznie nieis-
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totne; 2°jesli 2<t = < 3, to bedziemy méwié, Ze zaobserwo-

ad
wana réznica lezy na granicy istotnoscis ge jedli t =

d
to réznice migdzy obu intensywnosciami bedziemy uwazaé za statys-

tycznie istotne.

>3,

Przyk¥ad B, Jako dane dla pierwszego powiatu przyjmijmy dane
z przyktadu A ozyli: k1 = 5, (019 coey n5) = (3, 0, 1, 2, 8)’

oM (e, 2) -! () (t)at = 76 250, skad i, =0,000 184. g e 3

%e dla drugiego powiatu, dla ktérego réwniez k, =51 y(z) (t)dt =
(2) _

= 4, n2(2)=8 n()=4 n(a)-s n()-'r, skgd otrzymalis-
my nastepujgcsg wartoéé estymatora 2\2.

= T6 250 zaobserwowalismy nastepujace liczby zachorowar: n,

i=4+8+4+5+l- 28 = 0, 000 367.
76 250 76 250

Wobec tego d = 4, - i, = -0,000 183,

Estymator A obliczony dla calego materiaXu przy zalozeniu, zZe
intensywnoéci zachorowa’i sg w obu powiatach takle same, wynosi
wedXug wzoru (7.18)

4 e, 2 05, 000: 205
2.76 250

Dyspersja réiznicy 4 = 31 - 4, wynosi

]/o 000 275- 0,000 53 _ /0,000 000 007 223 87 =
76 250
= 0,000 085
Stad
Pl & 5 =l_oooo1e - 2,15
oa 0,000 085

Otrzymalidémy tu wartosé 2 <t = 2,15<3, a wigc zaobserwowana réz-
nica lezy na granicy istotnodci. Réznica d = 0,000 184 przy zaXo-
zeniu Ho jest doéé maXo prawdopodobna, chociaz nie wystepuje ona
a% tak rzadko, byémy stanowczo mogli twierdzié, Ze nie mozna je]
otrzymaé, jesli intensywnosci zachorowan w obu powiatach sg takie
same.
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8, Proces urodzin i Smierci

Dotychczas méwilidmy o takich procesach, dla ktérych obserwo-
wana zmienna losowa x(t), interpretowana jako liczba zajsé pewne-
go zdarzenia w przedziale czasowym [0,t), byta niemalejgcg funk-
¢ja czasu. Obecnie oméwimy takie zdarzenia, ktdére mogg nie tylko
pojawiaé sig, ale i zanikaé. Liczba zdarzein trwajgcych do chwili ¢
jest zmienng losowg 41 bedziemy ja w dalszym ciggu oznaczaé przez
x(t). :

Takim "zdarzeniem" moze byé np. istnienie zywej komérid (bak-
terii, wirusa) w jakiej$ hodowli, w ktérej komérki mogg rozmnazaé
sie lub obumieraé. Wiedy x(t) bedzie oznaczaé liczbe zywych komé-
rek w chwili t. Innym przyktadem zdarzen pojawiajgcych sig¢ 1 za-
nikajgcych jest zaraZliwo$é jJakiejs osoby w modelu epidemii,
w ktérym zakXada sig, ze osoba zarazajgca moze W pewnym momencie
stracié swg zarailiwogé. W tym przypadku x(t) mozna interpretowad
jako liczbe oséb zarazajacych w chwili t, ;

Proces, w ktérym zdarzenia mogsg pojawiaé sig¢ i zanikaé, jest
nazywany procesem urodzin i dmierci,

Podobnie jak poprzednio, bedziemy starali si¢ znaleZé prawdo-
podobiefistwa P (t), tj. prawdopodobiedstwa, ze w chwili ¢ zmienna
losowa x(t) przyjmie wartoé n (n =0, 1, ...). Interesujagcg rze-
czg bedzie réwniez oczekiwana liczba zdarzeri, trwajgcych w chwili
t czyli E x(t), jak réwniez wariancja p°x(t).

Aby znaleZé réwnania rézniczkowe na prawdopodobieristwa Pn(t),
uczynimy nastepujace zaXozenia (por. warunki I-III z rozdzialu 2):

1. Przyrosty zmiennej losowej x(t) w roziacznych przedzialach
czasowych sg zmiennymi losowymi niezaleznymi.

II. Przyrosty zmiennej losowej x(t) sg jednorodne w czasie,

III. Dla dowolnego n>0

) Pr{x(t+ at) =n+1 | x(t) =nl}=agat+olat) a,>0.

b) Pr{x(t + at) =n-1 | x(¢) =n }:/J,noAt + o(at) HAn> 0.
¢) Pri{x(t +at) =r | x(t)=n} = o(at) dla 0<r<n-1 i r>n+1
Wzér a) méwi, ze warunkowe prawdopodobieristwo pojawienia sie

w przedziale czasowym [t,t+ at) nowego zdarzenia - pod warunkiem,
2e w chwili ¢t trwalo n zdarzed - jest w przyblizeniu proporcjo-
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nalne do dtugosci tego przedzialu. Wepdtczynnik proporcjonalnos-
ci Aps czyli intensywnoéé pojawienia sig¢ nowego zdarzenia jest
funkcjg n, czyli liczby zdarzen trwajacych w chwili t.

Wzér b) méwi, ze prawdopodobieristwo zaniku (zginigcia, znik-
niecia) jednego zdarzenia w przedziale czasowym [t, t + at) Jest
proporcjonalne do dtugosci tego przedziaiu ze wspbtczynnikiem pro-
porcjonalnosci . ktéry w ogélnym przypadku moze zaleze¢ od te-
go, ile zdarzen trwalo w chwili t.

Wzér ¢) méwi, ze prawdopodobieristwo, ze wystapi wigcej niz jed-
na zmiana w cisgu przedzialu czasowego o diugoéci At jest w pray-
blizeniu réwne zero.

Przy tych zalozeniach mozna wyprowadzié rdéwnania rézniczkowe
na nieznane prawdopodobiernstwa Pn(t) oraz mozna pokazaé, ze roz-
wigzaniem tych réwnar rzeczywiscie sg funkcje, ktére sg poszuki-
wanymi prawdopodobieristwami. Sg to jednak zagadnienia doéé skom-
plikowane (por. [10], str. 375).

W dalszym ciggu opiszemy proces urodzin i émierci przy pewnej
dalszej specyfikacji warunku III, opisujacy rozwéj populacji bak-
terii, na ktére dzialamy antybiotykiem. Zmienng losowg x(t) bedzie
liczba zywych bakterii w chwili t, Bakterie te moga rodzié nowe
bakterie oraz mogg ginaé (obumierad). Jesli wefmiemy pod uwage
krétki przedzial czasowy o d¥ugosci at, to wydaje sig naturalnym
przyjaé, ze prawdopodobieristwo obumarcia jedne] sposréd n zywych
bakterii powinno byc: 1° proporcjonalne do liczby zywych bakterii
(im wieksza liczba bakterii, tym wigksze prawdopodobieristwo, zZe
ktéragé z nich umrze)s 29 proporcjonalne do at (im dXuzej obserwu-
jemy naszg populacje, tym wigksze prawdopodobienstwo, zé€ ktéras
z obgserwowanych w tym czasie bakterii umrze). Wobec tego mozemy
napisaé, iz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze w przedziale czaso-
wym [t,t + at) zaobserwujemy $mieré jednej bakterii, wynosi w przy-
blizeniu p.n.at, Wgpétczynnik u Jest tu wspbéiczynnikiem propor-
cjonalnogci. Im wigksze u, tym wigksze prawdopodobiefistwo Smier-
ci dla kazdej =z obserwowanych bakteril. Méwimy, ze u charakte-
ryzuje intensywno$é umierania bakterii. W szczegdlnym przypadku
M Jest wielkogcig statg dla catego rozpatrywanego okresu rozwoju
obserwowanej populacji bakterii. W ogélnym wypadku u moze byé fun-
kejq czasu: u = u(t). Np. w omawianym przyktadzie $miertelnosé
wérdd bakterii na pewno zalezy od stezenia antybiotyku, to zas
z kolei moze byé funkcja czasu, gly podawany antyblotyk jest stop-
niowo rozkladany i wydalany z organizmu,
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Podobne rozwazania mozna przeprowadzié co do intensywnosci
rozmnazania sie bakterii; w ogélnym przypadku nalezy przyjmowad,
%e intensywnosé podzialu jest réwniez funkcjg czasu.

Wyprowadzimy teraz réwnania na prawdopodobiefistwa P (t), ze
w czasie t zaobserwujemy n Zywych bakterii. Przypusimy wiec, ze
rozpatrujemy hodowle komérek, w ktérej komérki nie tylko rozmna-
zaja sie (powstaja nowe), ale i ging. Niech prawdopodobiensiwo,
%e jedna komérka w maZym przedziale czasowym at rozmnozy sig (po-
dzieli na dwie), wynosi w przyblizeniu aat. Wtedy jesli w chwili
t byto n komérek, prawdopodobieristwo zdarzenia, ze w przedziale
czasowym [t,t + At) przybedzie jedna nowa komérka, wynosi An at +
+ o(at). Analogicznie, niech prawdopodobieristwo gmierci dla jed-
nej komérki w czasie at bedzie r6wne‘ﬂAt-+o(At) Jesli w chwili ¢
liczba zywych komérek wynosi n, to od chwili t+ do chwili t + at
mogly zajéé nastepujgce zdarzenia: 1° w chwili t byXo juz n zywych
romérek i w przedziale czasowym [t,t+ At) Zadna nowa si¢ nie uro-
dzita ani zadna nie obumarta; 2° w chwili t byXo n-1 zywych ko-
mérek 1 w przedziale czasowym [t,t + at) przybyia jedna zywa ko-
mérkas 3° w chwili ¢t byo n + 1 zywych komérek, ale w przedziale
czasowym [t,t + at) Jedna komérka obumariag 4° w przedziale cza-
sowym [t,t + at) wystgpia wigcej niz jedna zmiana. Prawdopodo-
biefistwa zdarzenia 1° wynosi

P, (t)e [1 - anat + o(at)] -[1 - unat + o(at)] =
P (¥)-[1 - (2 +u)nat + o(at)] ,
prawdopodobieﬁstwo zdarzenia 2° wynosi
1(t)-[ﬂ(n - 1)at + o(at)] ,

prawdopodobieﬁstwo zdarzenia 3° wynosi
L [pln + 1) st + o(at)] ,

wreszcie prawdopodobienstwo zdarzenia 4° przyjmujemy za wielkosé
rzedu o(at).

Wobec powyzszego otrzymujemy nastepujace réwnania na P (t),
czyli prawdopodobieristwo, ze w chwill t bedzie n zywych kbmdrek:

P (t + at) = Pn(t)-[1 - (1 + p)at - olat)] +
_y(®)e[ala - 1at + olat)] +

4 (8)efpln + 1) at + o(at)] + olat).
Przenoszgc na lewg strone skxadnik P (t) i dzielac obie strony
réwnania przez at # O otrzymujemy po lewej stronie iloraz rdzmico-
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wy prawdopodobieristwa Pn(t). Dla At—0 otrzymujemys

daPp_(t)
[+]
(8.1) LB
B o Qe B () + A= 1Py (8) + a4 Dy (1)
dla n>0

Widzimy, Ze otrzymany uk¥ad réwnai rézniczkowych nie jest juz
typu rekurencyjnego: aby znalezé Po(t) trzeba znaé P, (t), ogélnie,
sby gnalesé P (t) nalesy znaé zaréwno P _,(t) jak i P, (t). Ukia-
dy takie rozwigzuje sie¢ metodg funkcji tworzgcych. Wypiszmy mia-
nowicie kolejno dlan =0, 1, 2, ... réwnania (8.1), przemnézmy
kazde z tych réwnar obustronnie odpowiednio przez z°, 21 ’ 22. ecee

i zsumujmy. Otrzymamy wéwczass

d o0
g Biss -z" =}:{ a-z(z - 1)nP (£)2"1 +
n

dt n=0

+‘un(1 - z)Pn(t)zn'1 }-

09

(8.2) =; [Az(z -1) -/L(z - 1)] uPn(i;)-zn'1 =

-2 (- 1) (2 - #)np ()2
n:
Ale

i;drn(t).zn 4 aga:.t) 4 fo: ap_(+)2%" = 29(z,t)
I

dt n=0 0z

Wobec tego otrzymujemy z (8.2) nastepujace réwnanie rézniczkowe
o pochodnych czgstkowych:

(8.3) —-@-‘%i-ﬁ- (z - 1)(Az - 4 —5—23&)-.0.
2

ZakXadajgc, ze w chwili t = O by*a jedna komérka, mamy nastepuja-
cy warunek poczgtkowy:

(8.4) #(z,0) = z.
Metody rozwiazywania takich réwnad sgq podame np. w [31] 1lub [32].
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Jesli intensywnosei A i M sa statymi, niezaleinymi od czasu,
to rozwigzaniem réwnania (8.3) jest funkeja

(1 u (A’ﬂ)ti_ (A. 2 (a-'lu)t)
A B0

(8.5) &(z,t) =
z2 -1
At(z - 1) -1
Gdyby w chwili t = O byo s komérek, to funkcja tworzaca ta-
kiego procesu byXaby réwna funkcji &(z,t) z wzoru (8.5) podnie-
sionej do s-te] potegi:

¢(3)(z,t) = [Kz,t)]®
Majge funkecje tworzgcg, mozemy znamlezé prawdopodobieristwa Pn(t),
korzystajac z wzoréw (1.4).

Palm podaX wzory na P (t) w nastepujacej postaci (cytowane za
Fellerem [8]): gdy ?\.+/1

dla A = u

P, () = ua
(8.6) n=-1

Pa() = (1 -un)(1 - 24)(2A) dle n>1,
gdzie

A=(1 - ea'ﬂ)t)(/u-.lea°/")t)-1 3
gdy A=u

{Po(t) =at (1 +ae)™"

8'
Bt P (t) = (a)21(1 4 ag)=(a+1)

Prawdopodobienistwo ostatecznego wymarcia hodowli wynosi:

1 dla 42 A
lim P (%) =
t—=00

’% dla u<2

Wartosé Srednig liczby komérek w czasie t mozemy wyznaczyd

Jako warto$é pierwszej pochodnej funkcji ®(z,t), okreslonej wzo-
rem (8.5), po podstawieniu do tego wzoru wartosci z = 1. Otrzymu-
jemy w ten sposdb:

(8.8) u(t) = 22Azst) - @t
ot z=1
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W podobny spoadb mozna wyznaczyé wariancje liczby komérek w chwi-
11 t. Wynosi ona:

{ (m(+)] 2 - M(t)}-:—w— dla a4 4

(8.9) p2(t) ={ o
. 22t dla Jl-e,u

Widzimy, ze wariancja liczby zywych komérek w chwili t przy pro-
cesie urodzin i Smierci rézni si¢ dla a,+‘u czynnikiem -—dﬁ W po-

réwnaniu z wariancja czystego procesu urodzin (pordéwnaj ﬁgér (4.
4)).

Gdy A= a(t) 1 u= u(t), wéwezas rozwigzanie réwnania (8.3)
i tym samym wzory na prawdopodobieristwa Pn(t) sg bardzie]j skom=-
plikowane. MoZna je znaleZé w pracy Kendalla [18].

Niech x(t) oznacza 1licznos$é populacji bakterii w chwili t.
Urbanik [35] znalazX rozktad prawdopodobienistwa dla maksymalnej
iloéci bakterii, czyli zmiennej losowej S(x) = max x(t) w pro-

0Lt

cesie urodzin 1 émierci o stalych intensywnosciach. Znalazi on
réwniez oczekiwang dtugoéé czasu, potrzebnego do osiggnigcia mak-
symalnej licznoéci S(x) po raz pierwszy. Urbanik rozwazat réw-
niez rozstep miedzy momentami czasowymi,w ktérych rozwijajaca sie
wedlug procesu urodzin i émierci o stalych intensywnogfciach popu-
lacja bakterii osiaga swg warto$é maksymalng. W pracy [34] podany
jest wzér na wartoéé oczekiwang tego rozstgpu pod warunkiem, Ze
maksymalna liczba bakterii w rozwazanym czasie wynosi n,

Znacznie trudniejsze jest znalezienie wyrazen na Pn m(t), czy-
11 prawdopodobierstwo, ze w chwili t bedzie dokladnie n zywych
i m martwych komérek. Zagadnieniem tym zajmowal si¢ Kendall [18].
Pewien sposéb postepowania prowadzgey do otrzymania wyrazen na
S m(t) w przypadku, gdy A(t) i u(t) sa niezaleine od czasu, oraz

gdy ¢ = 4§£} jest niezalezne od czasu, podat Klonecki (237%
alt

9, Zwalczanie komérek pasozytniczych przez makrofagi

Rozwazmy teraz jako przykiad nastepujacy proces urodzin
i Smierci., Przypusémy, ze mamy dwie kategorie wzajemnie zwalcza-
jacych si¢ komérek tzw, makrofagl oraz komérki pasozytnicze tzw.
drozdzaki. Jesli makrofag pochXonie komérke drozdzaka, to mogg
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zajs$é dwa zdarzenia: 1° drozdzak rozwija sie (rozmnaza) wewnatrz
makrofaga, powodujgc zahamowanie Jego proceséw witalnych i w os-
tatecznym stadium jego zniszczenie, po czym uwwolnione komérki roz-
mnazajg sie swobodnie wedXug prawa logarytmicznego wzrostuj
2° drozdzak wewngtrz makrofaga ulega lizie, czyli nastepuje Smieré
drozdzaka.

Przypuéémy, ze mozemy wyznaczy¢ w ustalonych momentach czasu t
iloéé zywych komérek drozdzaka w danej hodowli. Jesli za czas ze-
rowy przyjmiemy czas, w ktérym nastgpio wzajemne spotkanie droz-
dzakéw 1 makrofagéw, przy czym drozdzakéw bylo wzglednie maZo,
a makrofagéw duzo, tak Ze kazdy makrofag pochiong% najwyzej jed-
nego drozdzaka, to mozna sie spodziewaé, Ze w poczgtkowym okresie
érednia 1losé zywych komérek drozdzakéw bedzie zmniejszaé sie (bo
drozdzaki ulegajg lizie), po czym po pewnym czasie zacznie znowu
wzrastaé, bo komérki, ktére uwolnilty sie z makrofagéw rozpoczyna-
Jg faze swobodnego rozwoju.

Oznaczmy przez x(t) liczbe zywych komérek drozdzakéw w chwili
t. Prawdopodobieristwo podzialu jednej komérki na dwie nowe w cig-
gu czasu at nieeh wynosi A.at, zaé prawdopodobiedstwo sSmierci
jednej komérki w czasie t niech wynosi Mo at. Intensywnosé smier-
¢ci na pewno jest funkcjg czasu. Przyjmijmy, ze Jest to funkcja
ksztaxtu

(9.1) ult) = =&

t+ A
przy czym parametry u oraz A naleiy wyznaczy¢ z danych doswiad-
czalnych.0 intensywnosci podzialu wiadomo, ze jest ona bardzo ma-
*a, gdy komérki znajduja sie¢ wewnatrz makrofagéw; po uwolnieniu
si¢ rozwijajg si¢ juz wedtug praw logarytmicznego wzrostu, Tak
wiec intensywnoéé ta jest funkecjg czasu. ZaXézmy, ze jest to fun-
kcja ksztaztu

(9.2) Mt) = 2(1 - —2)
t +A

z (9.2) wynika, ze A(0) =0, a dla duzych t intensywno&é A(t) zbli-
za sie¢ asymptotycznie do A jako wartosci granicznej.

Niech Pn(t) oznacza prawdopodobierstwo, ze w chwili t bedzie
n zywych komérek. Rozwazajgc, co mogZo byé w chwili t jesli w chwi-
1i t + At byYo n zywych komérek, otrzymujemy nastepujace réwnania
rézniczkowe na prawdopodobieristwa Pn(t):
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3 :’:(t) = At) B, (t)
ek, o i ZOREF QIBAOEWORAC
Bed)s ot
+ AE)e(n + 1).B (%) rnapvmeh

Przypusémy, ze w chwili t = O zaczelisdmy obserwowaé N komérek
drozdzakéw. Losy jednej komérki mozemy uwazaé za jedng realizacje
procesu urodzin i Sdmierci o intensywnosciach A(t) 1 u(t). Pray-
pusémy, ze w chwili t zaobserwowalidmy N(t) zywych komSrek. Sg to
bgdf komérki, ktére d4stniaty w chwili t = O, bgdf tez ich potom-
stwo. Komérki pochodzace od jednej z N komérek macierzystych na-
zywaé bedziemy rodzing komérki. Dla kazdej chwili t mozemy zbadaé
rozktad rodzin o danej licznoéci n. Poniewaz N jest duze, spodzie-
wamy sig, ze bedzie N.Po(t) takich rodzin, ktére juz nie istnie-
ja, bo wszystkie komérki w nich wymarly; bedzie NoP1(t)takich ro-
dzin, ktére beda liczyé po jednej komérce; i ogbélnie bedzie Noﬁét)
rodzin takich, ktére bedg liczyé po n komérek. Zaobserwowang Xgcz-
ng iloéé zywych komérek w chwili t mozemy wiec w przyblizeniu
przedstawi¢ jako nastepujgca sume:

N(t) 2 0*N-P (t) + 1.N-P,(£) + 2:N-Po(t) + ...
Jeéli réwnosé powyzszg podzielimy obustronnie przez N, otrzymamy:

(9.4) LGRS kP, (t) = E x(t).
N %=0

Tak dzielgc zaobserwowana 11056 komérek w chwili t przez ilosé
komérek w chwili t = O otrzymujemy w przyblizeniu wartosé oczeld-
wang liczby komérek w chwili t przy za%ozeniu, 2e w chwili t = O
byta jedna komdrka.

Wyrazenie przedstawiajgce oczekiwang wartosé naszego procesu
przy zaXozenych intensywnosciach A i pMmozna uzyskaé w tatwy spo-
s6b z uk}adu réwnafi (9.3). Mnozac kazde z tych réwnah odpowiednio
przez n = 0, 1, 2, .., i sumujgc stronami otrzymujemy:

a p_(t) & 5 +
ngn- d: = =[alt) +u(t)] -2;:1 P (t) + a(t)ng(n + 1)n-P (t) +
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00 o0 o0
+,u(t)nZ=é<n - 1).n-B (1) = a(t)-gn-r’n(t) - /‘(t)'n;”'l’n“) =

=[a(t) - ut)] -M().

Otrzymujemy wiec nastepujgce réwnania rézniczkowe zWwyczajne na
oczekiwang warto$é liczby komérek w chwili t:

(9.5) 9—“$£)--[a(1- L2 WRPREY. ]M(t).
at t + A t + A

Rozwigzaniem tego réwnania, przy warunku poczgtkowym, ze w chwili
t = 0 byta jedna komérka, jest funkcja

(9.6) M(t) = o (—A—)‘m
t + A

Réwnanie (9.6) przedstawia krzywg tréjparametrows: parametra-
mi sg A, M oraz A, A jesi to intensywnoéé podziazu rozpatrywanych
komérek w warunkach swobodnego rozwoju. Prowadzgc doéwiadczenie,
znamy na ogdét ten parametr. I tak, je$li znamy np, okres T, w kté-
rym populacja komérek podwaja sig w warunkach swobodnego rozwoju,

to A= ln 2

. Pozostaje sprawa dobrania dwéch pozostaiych parame-

tréw tj. u oraz A tak, aby krzywa M(t; A p A) pasowala dobrze do
zaobserwowanej krzywej empiryczne] l%%- . Jesli krzywa empiryczna
N(O

ma dobrze zaznaczone minimum, to mozna odczytaé wartosé tmin z em-
pirycznego wykresu i nastepnie przyréwnaé te wartosé do wartosci
tmin obliczonej ze wzoru (9.6). Otrzymujemy w ten sposéb prosty
zwigzek miedzy nieznanymi wartosciami )z 1 A, z ktérego wyznaczamy
jeden parametr jako funkcje drugiego. Pozostata wiec do znalezie-
nia warto$¢ jednego parametru, ktéry wyznaczamy np. z warunku, ze-=
by krzywa M(t) przechodzi%a przez jakié odczytany z wykresu punkt.

Cani [14] rozwazal sytuacje odwrotna - duza 1losé komérek pa-
sozytniczych 1 maYa 1loéé makrofagéw (ktére u Ganiego nazywaja
sie bakteriami). W tej sytuacji na kazdg bakterig¢ przypada pewna
110$¢ komérek pasozytniczych, ktére przyklejaja sie¢ do bakteril i
przedostajg sie do je] wnetrza. Przypuéémy, ze do jednej bakterii
moze dokleié sig maksymalnie r komérek pasozytniczych. Oznaczajgc
przez P(ng, Dyy «ees Npi Vo t) prawdopodobiedstwo, ze w chwili t
bedzie odpowiednio n, wolnych bakterii, n, bakterii 2z jedng ko-
mérkg pasozytnicza, n, bakterii z dwiema komérkami pasozytniczymi
itd., az do n, bakterii z r komérkami pasozytniczymi, podczas gdy
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A/ kémérek pasozytniczych jest wolnych, Gani znalazk wyrazenie na
funkcje tworzgcag prawdopodobieristwa P(no. Dyy eeey Du3 Voo t) przy
upraszezajgcym zazozeniu, ze Vo czyli 1los¢ wolnych komérek paso-
tytniczych przyjmuje nie doktadne wartoici wynikajace z losowego
ubytku wskutek doklejania sig do réznych bakterii, ale jest pewng
funkcjq czasu wyniklg z rozwazania tzw. modelu deterministycznego.

10, Model epidemii z uwzglednieniem
izolowania chorych osobnikéw

Rozwazmy nastepujacy model epidemii: w populacji, liczace]
ogétem n osobnikéw w chwili t = O mamy x(0) osobnikéw zdrowych,
podatnych na zarazenie sie okresélong chorobg oraz y(0) osobnikéw
chorych, ktérzy przy kontaktach z osobnikami zdrowymi mogg Je
z pewnym prawdopodobieristwem zarazaé. Osoby zarazane natychmiast
staja si¢ chore (widoczne sg objawy choroby) i zarazajgq z kolei
inne zdrowe osoby. Osoby chore mozna izolowaé od reszty populacji
w ten sposéb, ze nie majg juz one wigcej kontaktu z osobami zdro-
wymi i nie moga byé 4rédiem nowych zarazeri. Izoluje sig¢ jednak
nie wszystkie osoby chore, ale tylko pewna ich cze$é, co mozna
wyrazié inaczej, 2e dla kazdej osoby istnieje pewne prawdopodo-
bieristwo, %Ze zostanie ona odizolowana od populacji oséb zdrowych.
W ten sposéb cara pepulacja zostata podzielona na trzy klasy: po-
datnych na zarazenie, chorych i izolowanych. Liczno$ci poszcze-
gélnych klas w chwili t bedziemy oznaczaé przez x(t), y(t), z(t),
przy czym oczywiscie

x(t) + y(t) + z(t) = n,

Mozliwe sg przejscia z klasy zdrowych do chorych oraz z klasy cho-
rych do klasy izolowanych. Inne przejscia sg niemozliwe. Warunki
powyzsze przedstawiono schematycznie na rys. 2.

x(t)
l Bex(t)y(t)
()
| oy (%)
z(t)

Rys. 2. Schemat epidemii z izolowaniem zarazonych osobnikéw
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Taki podziaX, zastosowany przez Mc Kendricka w latach dwu-
dziestych przy badaniu zachorowan na cholere w Indiach Jest oczy-
wiscie bardzo uproszczony. W rzeczywistosci przy konkretnej cho-
robie kategorii takich mozemy wyréznié wiecej, np. osoby odporne
na dang chorobe, osoby bedace nosicielami danej choroby, ale u kté-
rych choroba sie¢ nie manifestuje, osoby 2z nietypowymi objawami
danej choroby, itp.

Takg ogbélng sytuacje, w ktérej badana populacja dzieli si¢ na
r kategorii badali Firescu i Tautu [11]. Przyjmowali oni, ze przej-
$cia z jednej kategorii do innych mogg sie odbywaé jedynie w pew-
nych okreslonych momentach czasu, ktére mozemy ponumerowad:
k=0,1,2, ... Niektére z tych kategorii sg tzw, stanami pochZa-
niajgcymi, to znaczy, Zze osoba, ktéra znalazla si¢ w tej katego-
rii, nie moze jej juz zmienié. Tak jest np. gdy chory umrze, lub
gdy ma trwaXg odporno$é na dang chorobg. Inne kategorie tworzg
tzw. stany przejsciowe, to znaczy mezliwe jest opuszczanie i ewen-
tualne péZniejsze wracanie do tych standw.

Prawdopodobieristwa przejécia z jednego stanu do drugiego moz-
na charakteryzowaé macierzs przejécia, ktéra w szczegélnym przy-
padku moze nie zalezeé od czasu:

44 e P 5o
Pa= ko Biia 623 Yeus 4 o Bdoss gdzie pij;>0 - z pij = 1 dla kazdego 1
J=1

pr1 ees Ppp

W pracy [11] podane sg rézne wzory, dotyczace zachowania sig¢ tych
prawdopodobieristw po dtrugim czasie trwania epidemii (np. ile razy
$rednio osobnik moze przechodzié¢ ze stanu i do stanu j, jak dzu-
go osobnik $rednio pozostaje w danym stanie przejsciowym j, jaka
czeéé os6b z kategorii 1 przejdzie po n odstepach czasu do kate=-
gorii j).

Matematyczny opis epidemii jest bardzo wazny dla sZuzby zdro-
wia, Pozwala on przewidzieé¢ na podstawie dotychczasowego przebie-
gu epidemii to, co nastgpi w najblizszym czasie. Jesli za$ potra-
fimy przewidzieé, ile nowych zachorowan nastgpi w najblizszym cza-
gie, to mozna zaplanowaé i zmobilizowaé odpowiednig opieke lekar-
ska, *6zka, medykamenty itp. Majgc dane dotyczgce pewnej epidemii
staramy sie znalefé parametry Jja charakteryzujace, aby pézZnie]
wysuwadé spostrzezenia dotyczgce np. zjadliwos$ci zarazkéw, wpiywu
profilaktylki lekarskiej itp. Ciekawg rzeczg jest pordéwnywanie réz~
nych epidemii (z réznych okreséw, z réznych krajéw) rie na podsta-
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wie subiektywnych wrazeri, ale na podstawie obliczonych parametréw
danej epidemii, Aby Jjednak to uczynié, trzeba umieé opisaé dang
epldemie¢ za pomocg pewnego modelu matematycznego. Niestety, mate-
matyczny opis epidemii nawet przy najprostszych modelach nie jest
rzeczg ratwg.

Podaje tu opis epidemii za pomocg tzw, modelu deterministycz-
nego dla schematu, rozpatrywanego po raz pierwszy przez Kermacka
i Mc Kendricka (rys.2). Rospatrywali oni zachorowania na cholerg.
Okres czasu, jaki upiywa od momentu zarazenia sig¢ tg chorobg do
stania sig¢ zarafliwym Jest stosunkowo krétki i dlatego by przesz
nich zanieibywany.

Zakladamy, ze licznosé populacji jest duza, tak Ze zmiany za-
chodzgce w jej licznosci mozemy w przyblizeniu uwazaé za zmiany
ciggle, a nie skokowe. Przyjmujemy, ze 1106 osédb zarazonych w ma-
Iym przedziale czasowym [t,t + at) jest wprost proporcjonalna do
liczby oséb zdrowych podatnych na zarazenie, czyli do x(t), do ak-
tualnej licgby chorych, czyli y(t) oraz do d¥ugosci rozpatrywane-
go przedziatu czasowego czyli at. Mozna wigc napisaé

A'y = p.x(t) o’(t)oAt,

gdzie 3 jest wspéZczynnikiem proporcjonalnogci, mierzgcym inten-
sywnodé gzachorowalr. Jednoczednie, ile o0séb przybylo do klasy cho-
rych, tyle 0séb ubylo w klasie zdrowych. A wiec

(10.1a) AX = = Ay = -ﬁ-x(t)-y(t)'At-

Jes1i chodzi o iloéé izolowanych w przedziale czasowym [t,t +at),
to przyjmujemy, -2e 1losé ta jest wprost prcporcjonalna do liczby
chorych, czyli y(t) oraz do at. MozZna wigc napisad

(10.1b) az = Jy(t)at.

Tyle samo o0séb ubywa 2 klasy chorych. Ostatecznie Ay= y(t+at)-y(t)
sk¥ada sig z dwéch wielkosci: ubytku Ay réwnego -Jy(t)at oraz no-
wo zarazonych Ay = 8x(t)y(t)at. Mozna wigc napisaé:

(10.1¢) ay = [Bx(£)-y(t) - F-y(t)] at.

Jesli At bedziemy czynié coraz to mniejszym, czyli z at be-

dziemy dazyé do zera, odpowiednie wyrazenia 4% ﬁz 188 Z pedg da-
#yé do odpowiednich pochodnych QI dx, dz i z réwnad (10.1a )

dt dt dt
=(10.1¢) otrzymemy nastepujacy ukad réwnai réiniczkowych:
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(10.2) { f.pg-1y

| -1y

Zmienne x(t), y(t), 2z(t) =8 oczywiscie powisgzane zaleznoscia
x(t) + y(t) + z(t) = N.
Eliminujgec y 2z pierwszego i trzeciego réwnania i oznaczajac

L -, oraz x(0) = x_ otrzymujemy
B (4 °

(10.3) x = xoe"z/g
(10.4) R U x,e~2/%)

Dok*adne rozwiazanie rdéwnania (10.4) nie jest znane, ale mozna
rozwingé wystepujacg w nim funkcje wykladniczg w szereg; biorgc
trzy pierwsze sktadniki tego rozwiniecia mozna réwnanie (10.4)
zagtgpié innym, ktére juz atwo rozwigzal:

dg Xo s 27
(10.42a) - = {N -x, + (= =1)z - °z } »
at ! 0o boe 2¢°
Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja
22 [%o A ®
10. = —_— -1 atgh cft - ’
(10.5) z xo{g +atgh (zof )}
gdzie > 4
%o e XoYo }?
o = — - R
{( S ) 2 :
x
® = arc tgh ~ (=2 - 1)
o 9

Interesujacg rzecza jest wiedzieé, jaki bedzie zasigg epide-
mii, czyli ile o0séb obejmie ona po nieskoriczenie dIugim czasie.
Ostatecznie wszystkie osoby, ktére zachorowaly, powinny zostad
wczeéniej lub péZniej izolowane, tak ze za miare zasiegu epidemii

moze stuzyé wielkoéé 1z = lim z(t). 2 (10.5) otrzymujemy
t—00

2

X
(10.6) z,= %— (-é-o— -1 +o0)
o
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Jesli w wyrazeniu na o¢ ze wzoru (10.5) skZadnik 2x jest maly

y
0’0
w poréwnaniu z (-§- - 1)2 (co jest stuszne, np. gdy x, Jest rzedu

kilka tysiecy, a Q rzgdu kilka jednostek), wtedy w przyblizeniu

mozna przyjaé, te o = -3 - 1. Po podstawieniu tej wartosci na o
do wzoru (10.6) otrzymujemy

(10.7) % ¥ 2¢(1 - 3 )

Z réwnodci (10.7) widzimy, Ze warunkiem koniecznym na to, aby epi-
demia mogla sie¢ rozwingé, jest, aby 1lo$é podatnych w chwili roz-
poczecia epidemii, czyli x, byxo wigksze od wielkosci ¢, gdyz
tylko wtedy wartosSci na z sg dodatnie. Szczegétowg dyskusje réw-
nania (10.4a) przeprowadzi Kendall w pracy [19].

Ten sam model epidemii mozZemy rozpatrywaé w ujeciu stochas-
tycznym., Zamiast pytaé sie o funkcje x(t), y(t), z(t) mozemy py-
taé sie o prawdopodobieristwa Pr,s(t) zdarzenia, ze w chwili t be-
dzie r zdrowych, podatnych na zarazenie oraz s zarazajgcych cho-
rych. ZakXadajgc, %e prawdopodobieristwo nowego zarazenia w prze-
dziale czasowym o diugofci At jest rzedu [rsat, a prawdopodobieri-
stwo odizolowania sat, mozna napisaé réwnania rézniczkowe na szu-
kane prawdopodobieristwa:

ap__(t)
__;':_ = [5(1- +1)(s - 1)P:r-m s 8=1 (t)
(10.8) LGRS MO R (CERNNC)
d 2y (%)
_l_.—dt = -pa(N + _) (t)’

gdzie O<r + a<N +a, O<r<N, O0<s<N + a,

z warunkiem poczatkowym, %2e w chwili t = O byXo N osdéb zdrowych
i a 0s86b chorychs

(10. 8a) Py,a(0) = 1.

Réwnania te mozna rozwigzaé przy usyciu transformat fourie-
rowskich, jednak otrzymane rozwigzania sg bardzo zXozone. Po pew=-
nych operacjach matematycznych mozna z nich uzyskaé wyrazenia na
prawdopodobieristwa, 2e po nieskonczenie dYugim czasie epidemia
obejmie W oséb: Ry =t_1'iglo pN-w,o(t)’ Og<w< N, Majg one znaczenie

przy obserwowaniu wielokrotnej realizacjli tego samego procesu sto-
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chastycznego, np. jesli obserwowane populacje to rodziny, a dane,
ktérymi dysponujemy, to ilosci czlonkéw tych rodzin, ktére zacho-
rowaly na badang chorobe. Bailey [2] podaje dla populacji o licz~-
nosei N =1, 2, 3, 4 1 5 oraz a = 1 wyrazenia na p, oraz réwnania

na nieznang warto$é parametru @ =% wyprowadzone metodg najwigk-

szej wiarogodnoici, ponadto zamieszcza kilka diagraméw obrazujg-
cych 1rozkad wartosci p, dla wybranych wartoéci N, Kendall [19]
wykazaX, Ze rozkXady Py dla N<g sg typu "L", a dla N>g =84 one
bimodalne., Dla rozk}adéw typu "L" najbardziej prawdopodobnymi
wartoéciami sg wartosci maze, czyli epidemia ma znikome szanse na
rozwiniecie sie. Otrzymane rozk*ady bimodalne 8§ tego typu, zZe
wartoséci modalne sg poXozZone na krancach mozliwych wartosci w,
‘Oznacza to, %e najbardziej prawdopodobnymi sg epidemie albo o du-
zym, albo o maiym zasiegu.

Whittle (cyt. za [2]) bada prawdopodobieristwo 77,, Ze epide-
mia obejmie nie wigcej niz i-tg czesé populacji. Otrzymal on na-
stepujace nierdéwnosci w zaleznosci od wielkosci N, czyli licznos-
ci rozpatrywanej populacji:

02 { Q }a
2l < , &d N<(1 -1
(NJ 9‘714N(1 5 gdy ¢<N<( )3

(10.9) (%)a<“1<1’ gdy N(1 - 1) < ¢ <N;

myo=1 gdy N<o.

Widzimy, ze prawdopodobieristwo rozszerzenia sig epidemii na wie-
cej niz i-tg czesé populacji wynosi O dla N<@, podczas gdy przy
matym i oraz @< N prawdopodobieristwo to w przybliZeniu réwna sig
1- (g)a .

N

Kendall przyblizat* rozwazany proces dwoma innymi, bedgecymi
znanymi procesami urodzini $mierci. Jesli mianowicie ¢>N, a wiec
prawdopodobieristwo wygasniecia epidemii przed objeciem cazej po-
pulacji Jest pewne, przyjmowal on, ze rozwazany proces epidemii
mozna przyblizyé procesem urodzin i Smierci o intensywnoéciach
urodzin 3-N i $mierci ¥, Warto$¢ sSrednia liczby oséb objetych ta-
kg epidemig (%acznie z a osobami zarazajgcymi w chwili t = 0) wy-
nosi
a.N

g—N

(10.10) e

y 8dy @=N .
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Gdy ¢<N, wtedy prawdopodobiefistwo wygasniecia epidemii w skoni-

a

czonym czasie wynosi ( %) i wtedy mozliwe sg dwa sposoby rozwinie-

cia si¢ epidemii, nazwijmy je sposobami A i B odpowiednio z praw-
hl

dopodobiedstwami

(10.11) P(a) = (¢/M® 1 P(B) =1 - (g/M)?

W przypadku A epidemia wygasa w skoriczonym czasie, a wigc roz-
waZany proces mozemy przyblizyé procesem urodzin i smierci o in-
tensywnoéciach f-N 1 ¥, W przypadku B epidemia nie wygasa w skori-
czonym czasie, a wigec iloéci zarazonych i zarazajgcych nie sg réw-
ne zero dla Zadnego skoficzonego t. Mozemy wtedy uzyé modelu de-
terministycznego, opisanego réwnaniami (10.2), przy czym (x(t),
y(t), 2(t)) dla t = 0 wynosi (N, a, 0), 2 dla t =o0 réwna sig
(N-La, 0, L), gdzie ¢ jest catkowita iloscig 0séb objetych epi-
demia po upiywie nieskoriczenie diugiego czasu (Xgcznie z poczgt-
kowymi a osobami)., Poniewaz miedzy iloscia o0s8éb izolowanych
z a 1loécig oséb podatnych x musi zachodzié zwigzek (10.4), ot-
rzymujemy nastepujgce réwnanie na nieznang wartosé U:

(10.12) ¥ STy - o ;/9) a0

Ilo$¢é nowo powstatych zachorowar podczas rozwazanej epidemii wy-
nosi §- a., Ostatecznie wigc na Srednig ilo$é nowych zachorowar
w przypadku epidemii, dla ktérej ¢< N, otrzymujemy wyrazenie

(10.13) ¥ = (S)a,_i’_a' + {1 - (i)a} (5 -a), gy g<N
N/ ‘N -g¢ N

Wartosci przyblizone na W ze wzoréw (10.10) 1 (10,13) byzy
poréwnywane 2z wartosciami dokXadnymi, uzyskanymi z wyrazen na
prawdopodobieristwa p,. Zgodnosé obu wartosci jest duza i prowadzi
do praktycznego wniosku, Ze przyblizenia Kendalla sg wystarczajg-
co dobre, aby méc je stosowaé w praktyce.

W ksigice Bailey’a [2] mozna znaleié przyklady zastosowar po-
wyzszej teorii do opisu zachorowa’ na szkarlatyne, jak réwniez
referencje do dalszej literatury na ten temat,

11. Model epidemii z uwzglednieniem okresu inkubacji

Omawiajge w poprzednich rozdziaYach modele epidemiczne zak%a-
daliémy, 2e indywidua zarazone od razu stajg sie¢ zarazajacymi
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w stosunku do.reszty populacji podatnych. Dla wielu chorédb Jest
to nieprawda. Zarazek, przedostawszy sie do organizmu, przezywa
w nim okres utajonego rozwoju, po czym dopiero po upzywie pewnego
czasu zaczynajgq si¢ manifestowaé objawy choroby i osobnik staje
sig¢ zaraZliwy dla innych. Tak wige w rozwoju choroby powinnismy
wwzglednié 3 okresy: 1° okres utajonego rozwoju (the latent pe-
riod), czyli okres od momentu zarazenia sig¢ a2z do momentu stania
sig¢ zaraZliwym dla otoczenia; 2% okres zarazliwosci (the infec-
tious period), czyli okres w czasie ktérego chory osobnik Jest
£r6dXem zarazer dla innych podatnych osobnikéw ze swego otocze-
nia; 3° okres inkubacji (the incubation period), czyli okres od
momentu zaraZenia sie do momentu wystapienia objawéw danej choro-
by. Najczesciej przy powaznych zaraZliwych chorobach osobnik,
u ktérego wystapia objawy danej choroby bywa izolowany od reszty
podatnych, tak %Ze nie ma mozliwosci zarazenia innych, a wigc prak-
tycznie okres inkubacji jest sumg okresu utajonego rozwoju i okre-
su zaraZliwosci.

Dla ospy czarnej (variola vera) okres inkubacji wynosi okoZo
2 tygodni. Moze on byé réiny dla réznych osobnikéw (np. we wroc-
Yawskie] epidemii z roku 1963 zanotowano okresy inkubacji i 7-dmio-
we 1 21-dniowe). Naturalng rzeczg Jest przyjaé, e okres inkuba-
cji jest zmienng losowg o Jakiejs dystrybuancie., Podobnie mozna
zak¥adaé, ze 1 okresy utajonego rozwoju i okresy zarazliwosci sa
zmlennymi losowymi z odpowiednimi dystrybuantami (rozk*adami praw-
dopodobienistwa),

Bharucha-Reid [6] rozpatrywat model epidemii z uwzglednieniem
czasu utajonego rozwoju w sensie przytoczonej przez nas za Bai-
ley’em definicji. Choroba Jest tego rodzaju, Ze u osobnika zara-
zonego nastepuje okres utajonego rozwoju choroby o dXugogei T,
a nastepnie kazdy z osobnikéw moze zarazié n=0, 1, 2, ... innych
osobnikéw odpowiednio z prawdopodobieristwami q,, sam za$ jest izo-
lowany lub traci zaraZliwosé, Czas Jest zmienng losowg o ges-
tosci prawdopodobieristwa g(?). U kazdego 2z nowo zarazonych osob-

nikéw nastepuje okres utajonego rozwoju, ktéry znowu moze trwaé
T

T jednostek czasu z prawdopodobierstwem z(1)at, po oczym kazdy

z 0sobnikéw moze zarazié n = 0, 1, 2, ..., innych osobnikéw z tymi
samymi prawdopodobiernstwami 95 Q49 Qo9 oo

Niech x(t) bedzie liczbg zarazonych osobnikéw w chwili ¢,
Oznaczmy prawdopodobieristwo zdarzenia, ze w chwili t bedzie do-
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k¥adnie x zarazonych osobnikéw symbolem p(x,t). A wige
p(x,t) = Pr {z(t) = x} dla x>0

przy warunku poczgtkowym, Zze w chwili t=0 zosta% zarazony 1 osob-
nik., Aby otrzymaé szukane prawdopodobierstwa p(x,t) nalezy dla
kazdego T <t uwzglednié mozliwosé wystgpienia zaraZliwosci w mo-
mencie T (gestosé prawdopodobieristwa tego zdarzenia wynosi g(1))
i pomnozyé jg przez warunkowe prawdopodobieristwo zdarzenia pole-
gajacego na tym, ze jesli w chwill t wystgpila zaraZliwosé u piexw-
szego osobnika, to dalszy przebieg procesu by taki, ze w chwili t
czyll po czasie t - T byXo x zarazonych. Otrzymujemy w ten sposéd

t
{1131)" " plx, %) = Pr{x(t) = x}=/1>r {x(t) = xlt}g(f)dt
o

Zastanéwmy si¢, jak mozna inaczej przedstawié Pr {x(t) =X |‘t}.
Wiadomo tu, %2e w chwili T nastgpi moment zarazliwosci, w wyniku
ktérego zostala zarazZona pewna ilo$é oséb, powiedzmy n oséb, kté-
re to osoby z koleil zapoczgtkowaly nowy cykl epidemii, tak Ze os-
tatecznie w chwili t byZo x oséb zarazonych, Gdyby n wynosilo 1,
to mielibysmy sytuacje¢ podobng jak w chwili t = O, 1 wtedy praw-
dopodobiefistwo warunkowe, ze od momentu %t do momentu t zostanie
zaratonych x oséb wynosi p(x,t - t). Jesli n ¢ 1, to jJak gdyby
zmienia sie¢ warunek poczgtkowy; mozna wykazal, ze Jesli i(z,t)
jest funkcjg tworzgcg dla prawdopodobierstwa p(x,t) przy warunku
poczatkowym x(0) = 1, to m"(z,t) jest funkcjg tworzgcg dla praw-
dopodobieristw p(x,t) przy warunku poczgtkowym x(0) = n. Odpowied=-
nie prawdopodobieristwa, czyli wspéiczynniki rozwiniecia funkcji
a(z,t) przy potegach z majs wtedy postad

n
(11.2) p(n)(x.t) = Z I—Lp(ik.t).

11 +12+. = .+1n=x k=

W naszym zadaniu od osobnika inicjujgcego epidemi¢ mogZo sig za-
razi¢ w chwili wystgpienia jego zaraZliwosci 0, 1, 2,.00y Ny eee
osobnikéw z prawdopodobieristwem Qys Qg9 Gos eees Qpsiee Przypuéé-
my, ze zaraziXo sig¢ n oséb. Jesli tak, to prawdopodobiedstwo zda-
rzenia polegajgcego na tym, ze tych n oaséb spowoduje, Ze po cza-
sie t - T bedzie x zarazonych, wynosi p*™ (x,t-1T) i w mysl (11.2)
jest réwne
n

(1.3 2 (x,t - 1) = e [ p(aget - D
i, Hoteoo+l =x k=1
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Podany wzér gachodzi dlan =0, 1, 2, ... Jesli w chwili t ma
byé x zarazonych, to 2z prawdopodobiefistwem q,+p ”(x,t - %) za-
istniats taka sytuacja, ze w chwili { zostal zaraZzony jeden osob-
nik 1 od niego bezposrednio lub posdrednio zarazili sig¢ inni osob-
nicy, tak Zze w chwili t byZo x zarazonych; 2z prawdopodobierdstwem
qzoptz) (x,4 -T) zaistniala taka sytuacja, ze w clwili T gzosta-
Yo zarazonych dwéch osobnikéw 1 od nich bezposdrednio lub posred-
nio zarazili sie inni osobnicy tak, 2e w chwili t byXo x zaraZo-
nych 4 ogdélnie méwige, 2z prawdopodobieristwem qn-p(n) (x, t - 7)
w chwili T zostalo zarazonych n osobnikéw, ktérzy spowodowali, ze

w chwili t bylo x zarazonych, Przyjmujac, ze dla kazdego 0 < T <t
1 dla x =0

p(®) (z,t - 1) = {
0 dla x >0

mozemy przedstawié warunkowe prawdopodobieristwo Pr {x(t) = z| T }
jako nastepujgcag sumes

(11.4) Pr{x(t) = x|t}= & qnop(n) (x,t - 1)

Podstawiajac wyrazenie (11.4) do wzoru (11.1) otrzymujemy wy-
razenie na p(x,t):

t o0
(11.5)  p(x,t) -_[ Zo: qn-p(n) (x,t =T)g(t)at dlax>01i x ¢ 1
nN=
0

Aby otrzymaé wyrazenie p(1,t), do prawdopodobieristwa okreslonego
wzorem (11.5), ktére wynik¥o 2z sytuacji, Ze na pewno do czasu %
wystgpit okres zaraZliwosci u pierwszego osobnika, nalezy dodaé
prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze okres taki do czasu t Jeszcze
nie wystgpiz. Prwdbpodobieﬁstwo tego ostatniego zdarzenia wynosi

t
1 -6G(t) =1 -/g(‘t’)d‘t’. Ostatecznie wigc:

fouontume
(11.52) p(1,%) -/;qnp(n) (x,t - Dg(t)at + 1 - G(¢)
n=

0
Wyprowadzimy teraz wzdr na funkcje¢ tworzgcg prawdopodobierdstw

p(x,t) czyli funkcje
(11.6) m(z,t) = p(0,t) + p(1,t)z + p(2,8)2% + ..o + p(x,t)2%+ ...
Mnozac wyrazenie (11.5a) przez z, a wyrazenie p(x,t) z wzoru (11.5)



Procesy stochastyczne 49

przez z* i sumujgc dla x =0, 1, 2, ... otrzymujemy:

t o0 00
g p(x,t)e* -/ nZ-; a, g p(n) (x,t - T)e%g(D)at + z[1 - G(t)] .
0

Uwzgledniajgc zaleznosé (11.6) i (11.2), otrzymujemy:

? »
(11.7) 7(z,t) = q, 7%(z,t - T)g(t)dl + z[1 - a(t)].
JRL

Jesli wprowadzimy funkcje tworzgacg prawdopodobieristwa q,
(11.8) h(2) = qy + Q4% + eeu + Q2" + o0

to zaleznoéé (11.7) mozemy zapisaé w nieco prostszej postaci:
t

(11.9)  o(z,t) = [ h[7(z,t - t)]g(t)at + z[1 - G(¢)]
Otrzymaliémy . w ten sposéb réwnanie na nieznang funkcje ar(z,t)
w postaci rdéwnania catrkowego., W praktyce znamy ksztalt funkeji
g(t) 1 h(z), a szukamy m(z,t).

Z wzgoru (11,9) moZemy otrzymaé Xatwo rdéwnanie na oczekiwang
licgbe zarazonych oséb w chwili t:

M(t) = ’; k.p(k,t) -\M

oz z=1

Rézniczkujge réwnanie (11.9) ze wzgledu na parametr z otrzymujemy

t
M(t) = | 2B.2T . g®)at +1 - G(t)
or o9z |z=1
skad po wykonaniu dziatah
t o0
11.10) M(t) =1 -G(t K-fut- t)g(v)at, dzie K =
( ) ) ()+0 ( )e(t) gdzie n;nqn

Przy znanych G(t) oraz statej K mozna prébowaé znaleZé wartosé
oczekiwang rozwazanego procesu speXtniajgcg powyzsze réwnanie cal-
kowe,

Dotychczas w tym rozdziale méwilidmy o "zarazliwosci", o "za=-
razaniu®, o liczbie o0séb "zarazonych", Nalezy jednak zwrdécié uwa-
ge, 2e proces tutéj opisany jest procesem ogdlniejszym, Mozne on
opisywaé rdéwniez proces urodzin i dmierci. Gdybysmy, np. jako fun-
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keje h(z), przyjeli funkecje
h(z) = q, + ap2°,
to mielibysmy do czynienia z procesem, w ktérym nowo powstata czg-
steczka po czasle 1 dzieli si¢ na dwie czesci z prawdopodobieris-
twem q, lub ginie z prawdopodobieristwem Q-
Proces Furry’ego-Yule’a, opisany w rozdziale 4 jest wyznaczo-

ny przez funkeje h(z) = 2% oraz g(t) = e™, Réwnanie (11.9) na
funkcje tworzacg prawdopodobierstwa tego procesu ma postaé:

t
(11-11) ﬂ(z't) = z'-‘\t +/ ﬂ2(z’t a t)_le-lt at .
0

Réwnanie to mozemy zamienié na réwnanie rézniczkowe o pochodnych
czgstkowych. Rézniczkujac mianowicie réwnosé (11.11) obustronnie
ze wzgledu na t, otrzymujemy:

t
& . _pge~?t +/ﬂ:lt—'—n . Ae'n‘ ar  + w2(z,t - t‘)-}.o'n
t

dat

tO
= -Az.e-At —[ -diﬁi-;t—--n.a.e-ltdf + ﬂz(z’o)cae-a’t =
: t

= —aze™ My 23472t | [sz(z,t -1). 2t

o

* +:LJ ﬂz(z,t-t)-;le"ndt]-
+
= -aze M 4+ 2%(z,8) 2 - a./srz(z,t -taeMar -
t
-ar?(z,t)-a -2 [ze"M +[ 7 (2,4 -t)-a.o"”dt]- Aq(r - 1).

Ostatecznie wiec otrzymujemy nastepujgce réwnanie rézniczkowe:

(11.12) & Aq(ar - 1)
at

Latwo sprawdzié, ze rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja

-At
(11.13) m(z,t) = Bl
1 -2(1 -e

).f)

Rozwijajgc te funkcje w szereg otrzymujemy

(11.14) 7(z,t) = }:1 o~ M(q - o~Atyn-1,,n
n=
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Widzimy, ze wspdXczynniki przy zo sa identyczne z prawdopodobieri-
stwami procesu Purry’ego - Yule’a otrzymanymi wczesniej na innej
drodze jako wzory (4.2).

12, Model epidemii na pZaszczyZnie

Neyman i Scott opisali [28] nastepujacy model epidemii: Roz-
patrujemy takag chorobeg, dla ktérej okres utajonego rozwoju jest
wielko$cig stazg i przypuéémy, ze wynosi on T. Po upzywie tego
okresu osobnik zarazony staje si¢ zarazliwy dla otoczenia i moze
zarazi¢ inne osoby, z ktérymi bedzie akurat w kontakcie. WeZmy pod
uwage ptaszczyzng dwuwymiarowg, na ktérej zyje i porusza sie roz-
wazana populacja. Przypusémy, Ze w chwili t =0 w pewnym punkcie u
te] ptaszezyzny znalazi sie¢ osobnik A, u ktérego akurat wysta-
pit okres zaraZliwosci. Wobec tego moze on zarazié pewng ilosé
0séb, powiedzmy v(u). Iloéé ta Jest zmienng losowa, zalezng od
miejsca, w ktérym osobnik zarazajgcy wiasnie si¢ znajduje. Weimy
pod uwage s roziacznych obszardw R1, R2’ L Rs znajdujgcych sieg
na rozwazanej ptaszczyZnie. Po upiywie czasu nT w kazdym z tych
obszardéw zostanie zarazona pewna liczba oséb, ktdére bedg stanowi-
1y kontynuacje¢ epidemii zapoczgtkowanej przez osobe A. Oznaczmy
1104é nowych zachorowa’li w obszarze o numerze i przez Nni(u)’ Tak
wiec po czasie nT tgczna ilos$é nowych zachorowan w obszarze H wy-
wodzgcych sig¢ od osoby A jest scharakteryzowana przez wektor

Np(u) = (N, (u), Npp(u), eoey Ny (u))

Neyman i Scott wyprowadzili wzory na funkcje¢ tworzacg wektora
Nn(u) przy zalozeniu, ze znane sg funkcje tworzace prawdopodobier-
stwa dla zmiennej losowej v(u) oraz funkcja f(x,y) wyrazajaca
prawdopodobienistwo przemieszczenia sig osobnika w czasie T z pun-
ktu x do punktu y. W pracy ich mozna réwniez znaleZé rozwazania,
dotyczgce Xgcznej liczby oséb objetych epidemig, wpiywu akcji im-
munizacyjnej na te liczbe, oraz opis epidemii inicjowanej przez
losowo pojawiajacych sig¢ osobnikéw zarazajgcych na obszarze H (np.
wskutek mutacji). Autorzy nie podaja Zadnych przykzadéw numerycz-
nych, ilustrujacych opisane twierdzenia. Bartoszyriski, Zos i Wy-
cech - Lo$ [5] badali, jak zachowuje si¢ funkcja tworzgca wekto-
ra Nn(u) po nieskoriczenie drugim czasie trwania epidemii.
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13. Zagadnienia mutagenezy

Istnieje duza iloé¢ prac, poswigconych zagadnieniom tzw. mu-
tagenezy. WeZmy pod uwage bakterie wrazliwg na dziaXanie antybio-
tyku. W potomstwie tej bakterii po pewnym czasie mozna wykry¢ bak-
terie, odporae na dziatanie tego antybiotyku. Powstaly one wsku-
tek tzw. spontanicznej] mutacji odpowiednich genéw. Podobnie jak
przy procesie urodzin i émierci mozna zdefiniowaé pewien proces
urodzin, émierci i mutacji z odpowiednimi intensywnodéciami A, o
Y , przy czym zdarza sie, e zmutowana bakteria ma inng intensyw-
nosé podzia*u. Zagadnienie to zostao bardziej szczegbXowo oméwio-
ne w ksigzce Bailey®a [3]. Zagadnieniem tym zajmowal sie¢ m. in,
Nissen-Mayer [29], kférego interesowao prawdopodobieristwo IB(tL
ze po czasie t bedzie O zmutowanych bakterii. Chcial on wyznaczydé
schematy terapeutyczne, to znaczy taki sposéb podawania antybio-
tyku, Zeby zmaksymiz waé prawdopodobieristwo Po(t).

Réwniez w teorii karcinogenezy méwi si¢ o mutacji komdrek
w komérki rakowe, Zagadnienie to posiada bardzo obszerng litera-
ture, a z polskich prac wymienié tu nalezy prace Kloneckiego [21],
[23]. Przeglad tych zagadnien mozna znalezé w [30].

Dogwiadczenia wykazaly, ze jesli dang hodowle poddamy pewnym
zabiegom (np. naéwietlaniu promieniami X), to iloéé mutantéw w po-
tomstwie wzrasta., Czegsto okazuje si¢ jednak, Ze odpowiednio zmie-
niony gen nie manifestuje sie natychmiast (to znaczy nie mozna
stwierdzié zmiany od razu), ale dopiero po kilku pokoleniach, Mo-
dele, wyjasniajgce to zjawisko tak zwanej indukowanej mutacji dla
bakterii zbudowat m, in. Armitage [1].

Badanie zjawiska mutacji dla wiruséw jest znacznie bardzie]
utrudnione 2z powodu trudnosci eksperymentalnych, gdyz mozemy ra-
chowaé wirusy +tylko w okreslonym stadium rozwoju. Green i Krieg
[15] rozwazajac rézne modele powstawania mutantéw, zaproponowali
szereg doswiadczeri, ktére miaty wyjasnié zagadnienie mutacji tzw,
fagébw T4 z formy r do formy r+. Fagi te po przedostaniu si¢ do
komérki bakteryjnej rozpoczynaja okres wegetatywnego rozwoju, roz-
mnazajac si¢ przez podzia%. Po kilku godzinach niektére fagi osig-
gaja tzw, stadium dojrzaloéci i juz wiecej nie rozmnazajg sig.
Inne dzielg sie¢ dalej tak dXugo, az komérka bakterii ulegnie znisz-
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czeniu 1 caa rodzina znajdujacych sie¢ w niej fagéw uwolni sie.
Eksperymentalnie potrafimy wykryé jedynie fagi, ktére osiagnety
stadium dojrzaZoseci.

Kimball [20] znalaz rozkad ilo$ci dojrzatych fagéw w rodzi-
nie wyhodowanej wewnatrz jednej bakterii przyjmujgc, ze fagi osia-
gaja dojrzarosé poczawszy od k-tej generacji, przy czym prawdopo-
dobleristwo osiagniecia dojrzalodci przez faga, nalezgcego do k-tej
lub wyzszej generacji wynosi % , natomiast caly cykl rozwoju (a2
do zniszczenia bakterii) trwal k+ m generacji.

Jesli chodzi o zmutowane formy fagéw, to zaklada sie¢ nastepu-
Jacy mechanizm: gen, w ktérym nastgpi*a zmiana i ktéry ulegnie
péiniej mutacji, w poczatkowym stadium rozwoju fagéw jest przeka-
zywany w populacji tylko przez jednego faga. Po pewnym czasie
w genie 2znajdujgcym sie w fagu -~ nosicielu N nastgpi taka zmiana
Jakosciowa, %2e gen ten nalezy uznaé za zmutowany. Poczagwszy od
tego momentu gen ten ulega podziaXowi, to znaczy obydwa fagi po-
chodzgce od faga N i ich potomstwo nalezg juz do formy zmutowa-
nej. Zmiany w genie mogg sie¢ nie ujawnié, je$li fag ~ nosiciel
osiggnie stadium dojrza*osci, zanim w genie qokona sie¢ zmiana ja-
koSciowa, Kimball [20] poda} wzory na oczekiwane liczby zmutowa-
nych fagéw, ktére osiggnety stadium dojrzaXosci przy zaozeniach
wyzeJ opisanego modelu. W pracy jego mozna znaleZé réwnie pewne
konfrontacje wyprowadzonych przez niego wzoréw z danymi doswiad-
czalnymi Greena i Kriega.

14. O procesach stochastycznych w genetyce

Przypusémy, %e mamy populacje sk*adajaca sie z N osobnikédw.
Kazdy z nich Jest nosicielem dwéch gendw. Mozliwe sg dwa rodzaje
genéw; nazwijmy je a i A. Wobec tego kazdy osobnik moze byé nosi-
clelem genéw aa, aA lub AA. Po pewnym okresie czasu cata ta popu-
lacja umiera, a na jej miejsce pojawia sie¢ potomstwo, liczace réw-
niez N osobnikéw. Kazdy z nich posiada réwniez po dwa geny dobra-
ne na zasadzie losowania dwéch saposrdd 2N genéw pierwszego poko-
lenia., Taka sytuacja istnieje, np. przy uprawie ro$lin jednolet-
nich, gdy w nastepnym roku wysiewa sie¢ nasiona zebrane poprzed-
niego roku,

Przypusémy, ze w pierwszym pokoleniu byXo j gendw typu A. Wte-
dy prawdopodobieristwo wylosowania genu typu A jest &N’ a prawdo-
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podobiefistwo wylosowania genu typu a odpowiednio 1 - QN‘ Wobec
tego prawdopodobieristwo, %e w nastepnym pokoleniu otrzymamy k ge-
néw A wynosi:

(14.1) Py -(ZN)-(J- k.(1 - 3—) e
k 2N 2N

W ten sposéb dla dowelnego j oraz k (3=0, 1, 2,ce0y 2N; k =
=0,1, 25 oeey 2N) mozemy okreslié calg macierz prawdopodobieristw
pjk’ ze Jesli w pierwszym pokoleniu byZo j genéw typu A to w na-
stepnym pokoleniu genéw tych bedzie k. Macierz te¢ nazywamy macie-
rz3 prawdopodobieristw przejscia. Kazdg z mozliwoseci j=0,1, ec., 2N
bedziemy nazywaé stanem rogwazanego ukXadu. W naszym przykZadzie
genetycznym mamy 2N + 1 mozliwych stanéw, Dwa spos$réd nich, miano-
wicie J = O oraz jJ = 2N wyrdézniajg sie jako tzw. stany pochtania-
Jace., Je$li uklad znajdzie si¢ w jednym z tych stanéw, to nie mo-
z2e Juz zadnego z nich opuécié. Praktyczny sens (np., dla hodowcy )
majg nastepujgce pytania: jJakie sg prawdopodobieristwa przejscia
ukadu do jakiegoé stanu v i po jak dXugim czasie to nastgpi?

W zagadnieniu tym mamy do czynienia gze specjalnym przypadkiem
proceséw stochastycznych: czas nie jest tu parametrem ciggiym,
Zmiahy w uk*adzie wystepujg tylko co pewien czas, 1 wobec tego wy-
starczy znajomo$é uk¥adu tylko w pewnych okreslonych momentach
czasu, Ponadto w przyktadzie genetycznym omawianym powyzej mozna
byXo wyznaczyé prawdopodobieristwa poszczegélnych stanéw w pewne]
generacji n na podstawie znajomosci stamu W poprzedniej generacji
n - 1, Proces, rozpatrywany w dyskretnych momentach czasu, w kté-
rym prawdopodobieristwa poszczegdlnych stanéw w chwili t= t, zale-
zg tylko od stanu w chwili t = tn—1' nie zalezg natomiast od sta-
néw w chwilach weczedniejszych thaoo tn—3' esey nazywamy Zancuchem
Markowa, Metody badania prawdopodobieristwa dla Zalficuchéw Markowa
oméwione sg, np. w ksigzce Fellera [10].

Zasadniczym pojeciem w teorii Zarncuchéw Markowa jest tzw. ma-

cierz prawdopodobieristw przejscia pig), czyli prawdopodobieristw
warunkowych, ze jeéli uk¥ad w momencie poczatkowym (zerowym) znaj-
dowal si¢ w stanie i, to po n przejsciach (krokach) znajdzie sig
w stanie j, przy czym wskaZniki i, j dotyczg wszystkich mozliwych
stanéw, ktérych moze byé w ogdlnym przypadku nieskoriczona iloéé,

Przypusémy, Ze mamy w urnie dwa geny, przy czym moga to byé
geny aa, aA lub AA, Dwa geny a nazwijmy stanem E,, dwa rézne geny
- stanem E1 i dwa geny AA stanem E2° Stany E° i E2 sg to tzw, sta-
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ny homozygotyczne, stan E1 - heterozygotyczny. Jesli 2z urny tej
wylosujemy dwa geny (losowanie ze zwracaniem), to otrzymany wynik
zalezy od tego, jaki byk sk¥*ad urny. I tak, jesli w urnie byiy ge-
ny aa lub AA, to w wyniku losowania otrzymamy z prawdopodobieri-
stwem 1 réwniez dwa jednakowe geny. Jesli jednak w urnie byiy dwa
rézne geny, to 2z prawdopodobieristwem % otrzymamy dwa geny a,
2z prawdopodobierigtwem % dwa geny rézne i z prawdopodobieristwem %
dwa geny A. Oznaczajgc przez Pix (i,k = 0, 1, 2) prawdopodobien-
stwo przejécia ze stanu 1 do stanu k mozemy wszystkie te prawdo-
podobienistwa zapisaé w postaci macierzy:

Poo Po1 Po2 1 0 0

Ut 1 1

={P10 P99 Pr2|5|7 Z 7
Pop P2q P22 0

»(1)

0 1

Znajdziemy teraz prawdopodobieristwa otrzymania poszczegdélnych
stanéw po dwéch losowaniach., Prawdopodobieristwa te zalezg od sta-
nu urny przed pierwszym losowaniem oraz od wyniku pierwszego lo-
sowania. I tak:

(2)
u, ) .1 =
Poo = Ppo*Poo *+ Po1°P1o * Pp2°Ppg = 1¢1 + O°7 + 0:0 =1
(2)
Poqy = Poo*Pgq *+ Poq°Pqq + Ppp°P2q = 1°0 + 0-% + 00 =0
(2)
.1 L] =
Po2 = Poo-Pp2 *+ Ppp°Py2 *+ PpptPpp = 1°0 + 0 + 01 =0
(2)
1 11 .1
P1o = P1g°Pgop * P1q*Pio * Py2Ppo = TN + 37 + 70 = %
P(a) = Poq + Pg4°Pqs + Pyo*Poy = 1t +d0+30=1
11 P10°Po1q 11°P11q 12°P21 * 22 %% 7T 7
(2)
11
Py2 = Pyo*Po2 *+ Pyq°Pq2 * Py2°Pp2 = %‘0 X %‘0 = 5
(2)
.
Poo = Ppo*Poo * Ppq°Pyo *+ P22*Pyo = 0°1 + 07 +1:0=0
(2)
i
Ppq = Ppo*Poq * Ppq°Pyq *+ P22°Ppy = 041 + 0eg +1:0 =0
(2)

1
Ppa = Ppo*Pop *+ Ppq*Pyp + Pop*Ppp = 000 + Oeg + 11 =1

Latwo zauwazyé, 2e macierz P(z) mozna otrzyma¢ Jjako iloczyn
macierzy P(1) przez siebie samg, czyli P(2) = P(1)0P(1). 0gdlniej
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stuszny jest nastepujgcy wzdr:

0

-DN_A

¥

(14.2)
Dla naszego przyktadu
1E5.0
(2)
1
Po= (] ;
0l 10
1 0
(3)
1 1
P = T 7z
.0

i tak dalej.

1

(n) (1) (n-1)
P = P P

0

=

¥

0

Fl-[8 § ¢
t-kt &

Widzimy, Ze w rozwazanej przez nas macierzy po dowolnej licz-
bie krokéw pierwszy i trzeci wiersz pozostajg takie same, czyli
nie zalezg od n. Prawdopodobieristwa drugiego wiersza zmieniaja
si¢ w ten sposéb, ze ze wzrostem n zwigcksza sie prawdopodobiefi-
stwo stanu Eo 5k Eé, a zmniejsza prawdopodobienfigstwo stanu E1. Ozna-
cza to, 2e Jesli w momencie zerowym byly rézne geny, to 2z bie-
giem czasu zmniejsza si¢ heterogenicznosé rozwazanego ukZadu.
W naszym przykladzie prawdopodobieristwo, Zze uklad pozostanie he-
terogeniczny zmniejsza sie¢ z kazdym krokiem dwa razy.

Istniejg metody algebraiczne, ktére pozwalajg znaleZé prawdo-
ze stanu j do stanu k po n krokach

podobienistwa przejicia pgﬂ
bez n-krotnego mnozenia macierzy P,

Mozna wykazaé [10], ze jesli

liczba mozliwych stanéw réwna sig¢ N, to prawdopodobieristwa pjﬁ
daja si¢ przedstawié w postaci sumy

plenie ery> " 2pdy
(14-3) p‘.’].; = ':'f:— + :2

(a)

c
Sk

gdzie 849 83y eeey S, 88 pierwiastkami nastepujgcego réwnania:

p11-8

b
(14.4) -

P2

eee p1N

Pop = 8 .eo Py | =0

L R A I I A SR A A )

Pyq

Py2

eee Py

3 cjl((r) (r=1, ..., a) sa to pewne staZe,
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Mozna wykazaé, %e w naszym przykadzie

(n)

Preic S 12—n

(n) (n)

Pio = Pq2 =§'[ -;_n]

Ostatecznie, po nieskoriczonej ilosci krokéw ukad nasz znajdzie
sle z prawdopodobieristwem 1 w stanie E, lub E,, bo

4 dla k=0
(n)
11mp1k = 0 dla k=1
n—opo
4 dla k=2

Stany Eo > E2 sg tzw. stanami poch?aniajgcymi, a stan E1 tzw. sta-
nem chwilowym. Po nieskoliczonej wigc liczbie generacji otrzymamy
populacje, w ktérej z prawdopodobieristwem 1 - j/2N bedg tylko ge-
ny a 1 z prawdopodobieristwem j/2N beds tylko geny A (por. [10],
str. 338). Jest to zgodne z intuicja, ze je$li w pewnym momencie
geny A 1 a znajdujg sig¢ w proporcji j:(2N -j), to ich szanse prze-
tycia (utrzymania si¢ w tej populacji) sa w tym samym stosunku,

Nieco inng sytuacje spotykamy w modelach genetycznych, w kté-
rych uwzgledniamy réwniez mozliwos$é mutacji poszczegbélnych gendw.
I tak Wright [36] zbudowa? model genetyczny, w ktérym kazdy z N
osobnikéw danej populacji podobnie jak poprzednio jest nosicielem
dwéch genéw, przy czym po czasie T na miejsce tej populacji poja-
wia sie¢ 1inna, liczgca rdéwniez N osobnikéw, z ktérych kazdy ma
dwa geny, wybrane losowo ze zbioru 2N gendéw poprzedniej generacji.
Dodatkowo w modelu tym zak*ada si¢ mozliwosé mutacji. Gen a moze
wiec z prawdopodobieristwem oL, zmienié¢ si¢ na gen A oraz przeciw-
nie - gen A moze g prawdopodobieristwem oy zmienié sie¢ w gén a.
Uwzgledniajge to zjawisko mutacji, przy zaozeniu, e pierwotnie
byxo j gendéw typu a, otrzymujemy nastepujace prawdopodobierstwo
wylosowania genu typu a:

(14.5) Py =1 -o) + (1 -1)er,
2N 2N
i odpowiednio prawdopodobieristwo wylosowania genu typu A:

(14.6) qy = %;- o, + (1 - gﬁ).(1 - o)
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Macierz prawdopodobieristw przejscia okreflona jest za pomocg praw-
dopodobienstw

2N k _ 2N-k
)Pa "

(14.7) Py = (
gdzie Py i q, okreélone zostaly wzorami (14.5) i (14.6).

Mozna si¢ zapytaé o rozkrad frakcji genéw +typu a po pewnym
czasie t 1liczonym w ilosSciach generacji jako jednostkach., Jesli
frakcje te oznaczymy przez Xt, to dla duzych N mozemy frakcje te
przyblizyé pewna zmienng losowg ciggls x(t), gdzie 0<x<1.
Oznaczmy gestosé prawdopodobieristwa zmiennej losowej x(t) przez
u(x,t). Feller[9] podalt réwnanie rézniczkowe, jakie powinna spek-
niaé funkcja u(x,t), jak réwniez zbadat rézne wiasnosci rozwigza-
nia tego réwnania.

(n)
Rozpatrujgc poprzednio granice 1lim pjk stwierdziliémy, ze
n—-00
granica tego wyrazenia zalezy od numeru wiersza, z ktérego to wy-

razenie pochodzi, czyli od poczgtkowego stanu ukiadu., Moze sig
Jednak zdarzyé, ze po pewnym czasie prawdopodobieristwa pgi) bedg
dgzyé do pewnej granicy Py niezaleznej od stanu poczatkowego Ej‘
Jeéli rozwasany ukad jest ukXadem o skoniczonej ilosci standw, to
zbleznosé taka jest zagwarantowana, gdy istnieje takie r, Ze wszy-
stkie wyrazy macierzy P r) sg dodatnie (twierdzenie Markowa), lub
gdy wszystkie wyrazy przynajmniej jednej kolumny macierzy P(r) sg
dodatnie [12].

Prawdopodobiefistwa graniczne Py noszg nazwe prawdopodobienstw
ergodycznych. Okre$laja one pewien stan rdéwnowagl rozwazanego
uk¥adu, Méwimy wtedy, ze uk*ad jest w stanie réwnowagi (stanie
stabilnym, equilibrium). Oznacza to, Ze niezaleznie od stanu wyj-
Sciowego z biegiem czasuustala sie¢ pewien graniczny rozkZad praw-
dopodobieristw mozliwych stanéw systemu.

Dla dopiero co rozpatrywanego modelu Wright’a przy duzej licz-
nosci populacji, czyli przy duzym N i przy maiym o 1o rozktad
frakcji genéw a dla stanu réwnowagi mozna przyblizyé przez funk-
cje (cytowane za [25], str. 61)

[ 2 24,1 23, -1
(14.8) u(x) = '%ﬁ%’;ﬂ% Fe (1 - x) P

gdzie x (0<x<1) jest frakcja gendéw rozwazanego typu, P1 = o *2N,
F2 = aé-QN. Funkcja ta Jest gestoscig prawdopodobieristwa, przy
czym nie wykazuje ona koncentracji prawdopodobieristwa dia x = O
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i x = 1. Znaczy to, ze prawdopodobierigstwo znikniecia genu a lub A
w tak trwajgcej populacji wynosi O,

Moran [25], [26 ] badaX model genetyczny nieco bardziej zZozo-
ny, w ktérym pokolenia mogg na sieble zachodzié: nie wszystiie
osobniki ging po upiywie czasu T i1 przekazujg swe geny nowej ge-
neracji, ale w pewnym momencie czasu t jaki$ z osobnikéw umiera,
zas na jego miejsce pojawia si¢ inny o genach, ktére zostaly wy-
brane sposréd wszystkich genéw znajdujgeych sie¢ w populacji w chwi-
11 t-dt. Model ten moze miec zastosowanie do pewnych populacji
ekologicznych 1lub hodowli komérkowych w warunkach 6gruniczonego
rozwoju (licznoéé populacji jJest w przyblizeniu stala dzieki np.
ograniczonej ilodci pozywienia; natomiast przez caly czas wyste-
puje wymieranie 4 narodziny osobnikéw tej hodowli)., Jesli rozpa-
trywaé nasz uklad w momentach smierci poszczegélnych osobnikéw,
to bedziemy tu 2znowu mieli pewien Zaricuch Markowa, ale czas nie
bedzie Juz liczony w jednostkach T dXugosci zycia danej genera-
cii, ale w odstepach odpowiadajgcych odstepom miedzy czasem Smier-
ci poszczegélnych osobnikéw, Moran zbadat rdéwniez, co sig dzieje
z prawdopodobieristwem pgﬂ)po nieskoficzenie diugim czasie (n—s c0).

Te same zagadnienia mozna rozwazaé przy rozmaitych innych za~-
Xozeniach co do warunkéw roiwoju i rozmnazania si¢ badanej popu-
lacji (por. [26], [27]), jak réwniez przy bogatszym garniturze ge-



60

Anna Bartkowiakowa

[1]

(2]
(3]
[4]
(5]

(6]
(7]

[e]

(9]

[10]
[11]

[12]
[13]

Literatura cytowana

Armitage, P., The statistical theory of bacterial populations
subject to mutation, Journal of the Royal Statistical Socie-
ty, Series B 14 (1952), str. 1-33.

Bailey, N.T.J., The mathematical theory of epidemics, London
1957.

Batley, N.T.J., The elements of stochastic processes with ap-
plication to the natural sciences, New York 1964.

Bartlett, M. S., Stochastic population models in ecology and
epidemiology, London 1960, ‘
Bartoszyriski, R., %o0s, J., Wycech-los, M., Contribution to
the theory of epidemics, Bernoulli-Bayes-Laplace Anniversary
Volume, Berlin-Heidelberg-New York 1965, str. 1-8.
Bharucha-Reid, A, T., On the stochastic theory of epidemics,
Proceedings of the Third Berkeley Symp. on Math. Stat. and
Prob,, Vol. IV, Berkeley and Los Angeles 1956, str. 111-119,
Eggenberger, F., Polya, G., ﬁber die Statistik verketteter
Vorgange, Zeitschrift fHir angewandte Mathematik und Mechanik
3 (1923), str. 279-289.

Feller, W,, On the theory of gtochastic processes with par-
ticular reference to applications, Proceedings of the Berke-
ley Symp. on Math. Stat. and Prob., Berkeley and Los Angeles
1949, str. 403-432,

Feller, W., Diffusion processes in genetics, Proceedings of
the Second Berkeley Symp. on Math., Stat. and Prob,, Berkeley
and Los Angeles 1951, str. 227-246.

Feller, W,, Wstep do rachunku prawdopodobienstwa, Warszawa
1966,

Firescu, D,, Tautu, P., A stochastic model of focal epidemic,
Revue Roumaine de Mathematiques Pures et Appliquees 12 (1967),
str, 653-664,

Fisz, M,, Rachunek prawdopodobieristwa i statystyka matematycz-
na, Warszawa 1958.

Gani, J., An approximate stochastic model for phage repro-
duction in g bacterium, Journal ‘ot the Australian Mathemat-
ical Society 2 (1962), str. 478-483,



Procesy stochastyczne 61

[14]
[15]

[16]
[17]

(18]
[19]

[20]

[21]

[22]

(23]

[24]
[25]
[2€]

[27]

Gani, J., Stochastic phage attachement to bacteria, Biomet-
rics 21 (1965), str. 134-139.

Green, D., Krieg, D., The delayed origin of mutants induced
by exposure of extracellular phage T4 to ethyl methane sul-
fonate, Proceedings of the National Academy of Sciences 47
(1961), str. 64-72 (cytowane za [20]).

Tosifescu, M., Tautu, P,, Procese stohastice gi aplicatii in
biologie gi medicind, Bukarest 1968 (w jez. rumuriskim),
Irwin, J.0., The contributions of G,U, Yule and A.G. Mc Ken-
drick to stochastic process methods in biology and medicine,
Stochastic models in medicine and biology, Proceedings of
a symposium at the University of Wisconsin, Madison 1964,
str., 147-164,

Kendall, D,G., On generalised birth and death processes, An-
nals of Mathematical Statistics 19 (1948), str. 1-15,
Kendall, D.G., Deterministic and stochastic epidemics in clos-
ed populations, Proceedings of the Third Berkeley Symp. on
Math. Stat. and Prob., Vol. IV, Berkeley and Los Angeles 1956,
str. 149-165.

Kimball, A, W., A model for chemical mutagenesis in bacteri-
ophage, Biometrics 21 (1965), str. 875-889.

Klonecki, W,, A method for derivation of probabilities in
a stochastic model of population growth for carcinogenesis,
Colloquium Mathematicum 13 (1965), str. 273-288,

Klonecki, W., On the partition of the genotypic function, Za-
stosowania Matematyki 9 (1966), str. 21-30,

Klonecki, W.,, On the distribution of the number of surviv-
ors and deaths in a birth and death process, Coll. Math. 16
(1967), str. 269-279.

Lundberg, 0., On random processes and their application to
sickness and accident statistics, Uppsala 1940.

Moran, P, A.P., Random processes in genetics, Proceedings of
the Cambridge Philosophical Society 54 (1958), str. 60-71.
Moran, P, A.P., The effect of selection in a haploid genetic
population, Proceedings of the Cambridge Philosophical Soc.54
(1958), str. 463-467.

Moran, P.A.P., The distribution of gene frequency in a bise-
xual diploid population, Proceedings of the Cambridge Phi-
losophical Soc..54 (1958), str. 468-474.



62

Anna Bartkowiakowa

[28] Neyman, J., Scott, E., A stochastic model of epidemics, Sto-

(29]

[30]

[31]
[32]
[33]

[34]

[35]

chastic models in medicine and biology, Proceedings of a sym-
posium at the University of Wisconsin, Madison 1964, str. 45-
83.

Nissen-Mayer, S., Analysis of effects of antibiotics on bac-
teria by means of stochastic models, Biometrics 22 (1966),
str, 761-780.

Proceedings of the Fourth Berkeley Symposium on Mathematical
Statistics and Probability, Volume IV, Biology and Problems
of Health, Berkeley and Los Angeles 1961.

Sneddon, I., Réwnania rézniczkowe czgstkowe, Wanszawa 1962,
Stepanow, W, W,, Réwnania rézniczkowe, Warszawa 1964,
Stochastic models in medicine and biology, Proceedings of
a symposium at the University of Wisconsin, Madison 1964,
Urbanik, K,, On a problem concerning birth and death proces-
ges, Acta Mathematica Scientarum Hungaricae 7 (1956), str.
99-106., ;

Urbanik, K., Uwagi o maksymalnej ilosci bakterii w populacji,
Zast. Mat. 2 (1956), str. 341-348,

[36] Wright, S., Statistical genetics 1in relation to evolution,

[37]

Annals of Eugenics, London 15 (1950), str. 323-354 (cytowane
za [24]).

Yule, G.U.,, A mathematical theory of evolution based on the
conclusions of Dr, J.C, Willis, F.R.S., Philosophical Trans-
actions, B 213, str, 21-87 (cytowane za [17]).



